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RESUMO

Em várias áreas da ciências, tais como biológicas, ambientais, epidemiológicas, agropecuárias,

entre outras possuem dados com variações no espaço. Grande parte dos estudos, mensuram-se

somente as variações utilizando métodos estatísticos que não consideram as interações existen-

tes entre as dimensões do espaço. Ao abordar a espacialidade em dados contínuos tem-se a

existência da Geoestatística, que com o uso do semivariograma é capaz de detectar a depen-

dência espacial com a utilização do semivariograma. Comumente, a Geoestatística utiliza-se de

um preditor pontual, são os casos típicos da sua utilização. Neste trabalho é tratado um sistema

de predição para a média da variável aleatória do fenômeno para uma região retangular em um

sistema bidimensional, denominado krigagem de blocos. A principal complexidade desta téc-

nica é a modelagem da semivariância média entre os pontos e o bloco retangular em análise.

Atualmente existem apenas métodos numéricos para se obter esse valor e limitado a fenômenos

do modelo esférico. Assim, contendo erros de aproximação e limitação a diversos fenômenos.

Apresenta-se então a construção analítica dos semivariogramas médios utilizados para a kri-

gagem de blocos em regiões retangulares, considerando modelos usuais de semivariogramas.

Assim cria-se a possibilidade de se aplicar a técnica em diversas situações práticas antes não

possíveis. Toda a técnica para se construir os semivariogramas médios de maneira analítica é

apresentada e posteriormente aplicada em um aplicativo desenvolvido em Shiny App, com in-

tuito de facilitar ao usuário final a aplicação da técnica. O avanço da krigagem de blocos pode

solucionar problemas de predição de média para diversos fenômenos, como produção agrícola,

quantitativos de blocos de mineração ou qualquer outra necessidade de se obter valores médios

da variável aleatória, considerando a espacialidade do fenômeno.

Palavras-chave: krigagem de blocos; semivariância média; média espacial.



ABSTRACT

In several areas of science, such as biological, environmental, epidemiological, agricultural sci-

ences, among others, data often exhibit spatial variations. In most studies, only the variations

are measured using statistical methods that do not take into account the existing interactions

between the dimensions of space. When addressing spatiality in continuous data, geostatistics

emerges, which, through the use of the semivariogram, is capable of detecting spatial depen-

dence. Commonly, geostatistics is used with a point predictor, which is the typical case of its

application. This work addresses a prediction system for the mean of the random variable of the

phenomenon over a rectangular region in a two-dimensional system, known as block kriging.

The main complexity of this technique lies in modeling the average semivariance between the

points and the rectangular block under analysis. Currently, there are only numerical methods

available to obtain this value, and they are limited to phenomena following the spherical model.

Thus, they present approximation errors and limitations for various types of phenomena. This

study presents the analytical construction of the average semivariograms used for block kriging

in rectangular regions, considering commonly used semivariogram models. This enables the

application of the technique to various practical situations that were previously not possible.

The entire method for analytically constructing the average semivariograms is presented and

subsequently implemented in a Shiny App, aiming to facilitate the application of the technique

by end users. The advancement of block kriging may solve problems related to mean predic-

tion for various phenomena, such as agricultural production, mining block estimation, or any

other need to obtain average values of a random variable while considering the spatiality of the

phenomenon.

Keywords: block kriging; average semivariograms; space averages.édios



INDICADORES DE IMPACTO

O estudo apresenta uma abordagem voltada a construção analítica de semivariâncias médias

prara krigagem de blocos e suas aplicações. A metodologia permite a utilização da técnica

para qualquer região e qualquer modelo de semivariância. A interface gráfica possibilita o uso

por pessoas com diferentes níveis de conhecimento ténico, sem exigir domínio teórico de alta

complexidade. Embora já existirem técnicas, todas previstas na literatura são obtidas de forma

numérica, o que possibilita erros e limitações, o que os resultados apresenados neste trabalho,

por serem analíticos e para diversos modelos, retira esse erro computacional existente em outros

trabalhos. A automação torna o processo mais acessível, podendo reduzir custos operacionais

e minimizar erros da validação manual, promovendo resultados mais eficientes, confiáveis e

escaláveis.



IMPACT INDICATORS

The study introduces an approach centered on the analytical construction of average semiva-

riances for block kriging and its applications. The methodology enables the technique to be

applied to any region and any semivariance model. A graphical interface allows users with

varying levels of technical expertise to operate the tool without needing deep theoretical kno-

wledge. Although existing techniques are available, those reported in the literature are derived

numerically, which can introduce errors and limitations. Because the results presented here

are analytical and cover multiple models, they eliminate the computational inaccuracies found

in previous work. Automation further makes the process more accessible, potentially lowe-

ring operational costs and minimizing mistakes in manual validation, thereby delivering more

efficient, reliable, and scalable outcomes.
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1 INTRODUÇÃO

A variabilidade de fenômenos espaciais, especialmente no solo, tem sido uma preocu-

pação há muito tempo para pesquisadores nas Ciências Agrárias. Por exemplo, Smith (1907)

estudou a disposição de parcelas em um campo de milho, em um experimento de rendimento,

tentando eliminar os efeitos da variação do solo. Já Montgomery (1913) estudou o efeito do ni-

trogênio no rendimento de trigo. Estes são exemplos da importância de estudar a variabilidade

espacial.

Com isso, surge a estatística espacial, ramo da estatística que é focado em análises de

dados espaciais. Dados espaciais são aqueles que possuem uma componente geográfica, ou seja,

são relacionados a um lugar ou região específica no espaço. A estatística espacial é utilizada

em diversas áreas, incluindo ciências ambientais, ciências agrárias, ciências da saúde e ciência

dos dados. Ela permite a análise de dados espaciais de maneira mais eficiente, possibilitando

a identificação de padrões e tendências espaciais, a predição de resultados futuros e a tomada

de decisões baseadas em informações espaciais. A estatística espacial é uma ferramenta valiosa

para entender e responder a questões complexas relacionadas fenômenos espaciais.

Um dos primeiros a observar de maneira profunda a necessidade de se explorar os da-

dos com uma análise espacial foi Daniel Krige (1951). Enquanto trabalhava nas minas de ouro

da África do Sul, percebeu que não havia o entendimento do fenômeno se não considerasse a

distância entre as amostras, ou seja, se não considerasse a variação espacial. Posteriormente,

os estudos de Georges Matheron (1971) desenvolveram os conceitos básicos da Geoestatística,

ferramenta utilizada para a predição de fenômenos contínuos no espaço por meio de um inter-

polador próprio denominado krigagem, nome dado em homenagem a Daniel Krige.

Um preditor de uma variável em um ponto no espaço, chamado krigagem pontual, é

a ideia mais difundida sobre a Geoestatística. Este tipo de krigagem é muito utilizado, pois,

com diversos pontos em uma determinada área, é possível obter um sistema de mapeamento

daquela variável. Outra ferramenta da Geoestatística é a krigagem de blocos, menos utilizada

em comparação ao método de predição pontual, mas que possui grande valor, em que o sistema

de mapeamento não é o fundamental e sim valores totais da variável na região.

A krigagem de blocos é uma técnica utilizada para estimar valores médios da variável

aleatória de um fenômeno em regiões específicas. No entanto, um dos principais fatores que

contribui para a pouca difusão da técnica é sua complexidade na obtenção dos pesos de kriga-
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gem. Ao contrário da krigagem pontual, que utiliza apenas a semivariância entre os pontos, a

krigagem de blocos também leva em consideração a semivariância média entre os pontos e a

região, o que a torna mais complexa.

O principal objetivo deste trabalho é a construção do método analítico para se obter a

semivariância média entre um ponto e um bloco para modelos de semivariogramas cúbicos, ex-

ponencial e gaussiano. Posteriormente, com os resultados obtidos, apresentar a implementação

em linguagem R de um aplicativo construído em Shiny App, com intuito de facilitar a utilização

dos resultados analíticos obtidos. A apresentação das semivariâncias médias para esses mode-

los é um complemento e avanço em relação a resultados apresentados por outros autores como

Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976) e uma continuação do trabalho iniciado em Sousa

(2020) que, junto da implementação em um aplicativo, se solidifica a modelagem da semivari-

ância média entre um ponto e um bloco retangular para os principais modelos da literatura. Ao

final, apresentar a utilização das técnicas em exemplos reais, com intuito de fortalecer ao leitor

como são implementados os resultados apresentados.

Com a realização dos objetivos é possível construir semivariogramas médios para re-

giões retangulares de qualquer valor de lados, diferentes dos principais autores. Também é pos-

sível definir o caminho de cálculo a ser trabalhado para qualquer modelo de semivariograma,

visto que nesta tese, se apresenta o raciocínio, as equações, os métodos e exemplos práticos

para essa realização.
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2 ESTATÍSTICA ESPACIAL

A área da Estatística que integra informações espaciais à análise de dados é conhecida

como Estatística Espacial, cujo desenvolvimento passou a ter maior expressão durante a se-

gunda metade do século XX (Diggle, 2013). De acordo com Andrade et al. (2007), a estatística

espacial é o ramo da estatística que permite analisar a localização espacial dos fenômenos e, ao

identificar, localizar e visualizar a manifestação da variável, é possível modelar sua ocorrência

por meio dessas técnicas, incorporando ao modelo fatores determinantes, como a estrutura de

distribuição espacial, gerando a possibilidade de identificar ou não padrões espaciais do fenô-

meno.

De acordo com Almeida (2012), os dados espaciais possuem duas características impor-

tantes: a primeira, referente ao valor observado ou medido; e a segunda, de natureza espacial,

que fornece a coordenada da posição dos dados, transparecendo como estão arranjados no es-

paço. Dessa forma, os dados espaciais, além de possuírem o valor da variável, sofrem a influên-

cia de sua posição na região em análise e, como reforça Scalon (2024) o que difere a Estatística

Espacial é o uso explícito dessas localizações.

Assim como numa análise estatística, Bailey, Gatrell et al. (1995) abordam que uma

análise espacial inclui métodos de visualização e descrição dos dados, investigação do padrão

espacial, escolha de um modelo estatístico e a estimação dos parâmetros do modelo. Comple-

mentando com a abordagem de Cressie (1993b), podemos compreender a Estatística Espacial

como um conjunto de métodos, conceitos e técnicas que considera, explicitamente, as coorde-

nadas espaciais, como a longitude e latitude, que são relevantes para a análise, podendo assim

ser modelada como um processo estocástico espacial.

Cressie (1993b) define o processo estocástico espacial como a equação 2.1:

{
Z (s) : s ∈ A ⊂ Rd

}
(2.1)

em que Z (s) representa uma coleção de variáveis aleatórias indexadas por um conjunto s ∈ A

correspondente à coordenadas no espaço Rd com dimensão d, sendo d ∈ Z∗
+.
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Cressie (1993b) apresenta a definição clássica da Estatística Espacial em três grandes

áreas, denominadas Processos Pontuais (ou Padrões de Pontos), Dados de Área e Geoestatística.

O Quadro 2.1 apresenta um breve resumo sobre as variáveis em cada tipo de processo espacial.

Quadro 2.1 – Tipos de indexação e da variável em um processo espacial

Processo Espacial Tipo de Indexação Tipo de Variável

Processos Pontuais Contínua Contínua ou discreta

Dados de Área Discreta Contínua ou discreta

Geoestatística Contínua Contínua ou discreta
Fonte: Oliveira et al. (2018)

Neste trabalho serão abordados somente temas relacionados a Geoestatística, que é o

processo fundamental para o desenvolvimento da pesquisa.
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3 GEOESTATÍSTICA

A Geoestatística é uma subárea da Estatística Espacial que se concentra na análise de

dados espaciais. Ela é amplamente utilizada em aplicações científicas e industriais, incluindo

a análise de dados de sensores remotos, a modelagem de fenômenos geofísicos, a gestão de

recursos naturais, a avaliação de riscos ambientais, entre outros.

A Goestatística se baseia no uso de métodos estatísticas para modelar e analisar dados

espaciais, incluindo a análise de autocorrelação espacial, a modelagem de campos aleatórios e

a inversão geofísica. Ela também inclui o uso de ferramentas computacionais para visualizar e

analisar dados espaciais.

Uma das principais características da Geoestatística é a sua capacidade de lidar com a

variabilidade espacial dos dados. A análise de dados espaciais é complexa devido às interações

entre os elementos espaciais, como a influência de um elemento sobre outro. A Geoestatística

fornece uma série de técnicas para lidar com essas interações e para modelar a variabilidade

espacial dos dados de maneira eficiente.

Sendo fundamental para a análise de dados espaciais em uma ampla variedade de apli-

cações científicas e industriais, a Geoestatística permite a modelagem e análise eficiente da

variabilidade espacial dos dados, fornecendo uma série de técnicas para lidar com as interações

entre os elementos espaciais (Cressie, 1993a). Em diversas áreas do conhecimento são estuda-

dos os processos de variação espacial e/ou temporal (Cressie, 1990). Muitos desses estudos têm

como princípio de análise a utilização da Geoestatística.

Essa ciência surge quando Daniel Krige (1951), trabalhando nas minas de ouro na África

do Sul, concluiu ao analisar suas amostras de concentração de material, que as covariâncias de

duas amostras estavam relacionadas à distância entre elas. Assim, começaram a surgir os pri-

meiros estudos do que mais tarde seria denominado Geoestatística. Na França, George Mathe-

ron (1971) desenvolveu, com base nas análises de Daniel Krige, a Teoria das Variáveis Regiona-

lizadas. Este termo foi substituído posteriormente por Geoestatística, mas é de fato um registro

histórico, os primeiros conceitos explorados por Daniel Krige e George Matheron.

Ainda segundo Matheron (1971), uma variável regionalizada é uma função f (s) do

ponto s, mas também é uma função irregular na qual se têm dois aspectos contraditórios ou

complementares: um aspecto aleatório, cuja irregularidade não permite prever variações de um
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ponto a outro; e um aspecto estruturado, que reflete as características estruturais do fenômeno

regionalizado.

Análises apresentadas por George Matheron são os primeiros métodos que, posteri-

ormente, seriam denominados como sistema de krigagem e tais técnicas foram inicialmente

utilizadas na mineração. Daniel Krige foi homenageado por George Matheron com o nome

krigagem, uma vez que ele foi o pioneiro nos estudos na área. Após, os conhecimentos desen-

volvidos passaram a ser utilizados em dados relacionados ao ambiente. Segundo Vieira et al.

(2000), nessa fase também foi introduzido o tempo como uma quarta coordenada, adicionada

às três dimensões espaciais.

Pode-se enunciar a terceira etapa da Geoestatística com a sua aplicação ao setor petrolí-

fero. Com essa gama de aplicações, verificou-se o potencial das ferramentas desenvolvidas por

Matheron em diferentes análises de fenômenos espaciais.

A Geoestatística teve suas primeiras aplicações em mineração, como tratado por Blais

& Carlier (1968), David (1970), Ugarte (1972), Olea (1975) e Journel & Huijbregts (1976);

depois em hidrologia por Delhomme (1978); ciências do solo em Hajrasuliha et al. (1980),

Vauclin et al. (1982) e Vieira, Lombardi & Burrows (1991); em extração de petróleo por Hohn

(1998); em sensoriamento remoto por Vauclin et al. (1982) e Vieira et al. (1983); em tempos

mais atuais, em aplicações para inventários florestais por Melo (2004); no controle de pragas

em culturas orgânicas por Scalon et al. (2011); na agricultura de precisão por Oliveira, Grego &

Brandão (2015); para auxiliar na avalição de ambiência de animais em confinamento por Ferraz

et al. (2017); em trabalhos voltados para o estudo da precipitação como em Silvestre, Flores

& NETO (2016) ou mesmo na construção civil para análises de solos por Alves et al. (2024).

A Geoestatística tem sua evolução constante ao longo do século XX e com continuidade de

aplicações no século XXI. Nas seções posteriores são apresentados conceitos fundamentais da

Geoestatística, como o processo da localização das amostras e do fenômeno e as pressuposições

necessárias para sua utilização.

3.1 Dependência espacial

Uma característica específica de alguns fenômenos é a dependência espacial. De acordo

com Matheron (1971) e Cressie (1988), dada uma variável aleatória indexada pela posição
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espacial Z (s), o modelo estocástico pode ser modelado em três principais componentes, como

apresentado na equação (3.1).

Z(s) = µ (s)+ ε
′(s)+ ε

′′(s) (3.1)

em que µ(s) é uma função que representa a variação de larga escala, ou a tendência espacial,

ε ′(s) é uma função estocástica que representa a variação local espacialmente correlacionada

ε ′′(s) é a representa o erro (ruído) não correlacionado, em geral, com distribuição normal com

média zero e variância constante. O fenômeno é o conjunto de todos os valores possíveis da

variável de interesse, que define a distribuição e variabilidade espaciais dessa variável em um

domínio.

3.1.1 Campo aleatório

Matheron (1971) apresenta a Teoria das Variáveis Regionalizadas como uma função

espacial numérica que apresenta variações de um ponto a outro no espaço, distribuída de forma

contínua no espaço. Se trata de uma variável aleatória que assume valores no espaço Rd , que é

d-dimensional, sendo d ⩾ 1 e possui valores em cada ponto nesse espaço. Cressie (1988) define

a Geoestatística como um ramo da Estatística Espacial que estuda a relação de uma variável

regionalizada com ela mesma em outra posição. Já Oliveira (2003) apresenta que a localização

ou o suporte geométrico é uma das características da variável regionalizada e está diretamente

ligada à estrutura do fenômeno espacial.

Para definir a situação em estudo, seja então Z (s) uma variável aleatória medida na

localização s ∈ Rd em uma região A, a Figura 3.1 ilustra um campo aleatório em um espaço

em que R2, sendo a representação visual mais simples de ser exemplificada. Define-se então o

modelo geoestatístico fundamental conforme a equação 3.2.
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Figura 3.1 – Campo aleatório em um plano R2

sss

A ⊂ R2

Fonte: o autor.

{
Z (s) : s ∈ A ⊂ Rd

}
(3.2)

Uma realização da variável aleatória Z (s)s é denotada por {z(s) : s ∈ A}.

De acordo com Oliveira (1991), para casos em que d = 1, têm-se variações unidimensi-

onais, como as utilizadas em estudos de séries temporais; para d = 2, os dados estão localizados

em um plano; para d = 3 no espaço tridimensional ou um espaço bidimensional com a associa-

ção do tempo (espaço-tempo bidimensional); e para d = 4, consideram-se as variações em um

espaço tridimensional com a associação do tempo (espaço-tempo tridimensional), a Geoesta-

tísca possui suporte matemático para atuar em dimensões acima se for necessário. Nesta tese, o

subconjunto A será denominado de região e estará sempre contido em um plano bidimensional,

ou seja em R2, d = 2. Os pontos s coletados são vetores de duas coordenadas, passando a ser

destacados neste trabalho como sss. Considerando somente uma variável Z (sss) em cada ponto sss,

define-se para toda essa análise as observações sendo
{

z(sss) : sss ∈ A ⊂ R2}.

3.1.2 Pressuposições

Uma vez determinado o espaço de trabalho utilizado pela Geoestatística, é necessário

compreender pressuposições iniciais antes da utilização das técnicas. Vieira et al. (2000) e Sca-

lon (2024) enunciam que podemos definir duas hipóteses de estacionaridade para uma função
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aleatória Z (sss), além da condição de isotropia do fenômeno. Nos itens 3.1.2.1, 3.1.2.2 e 3.1.2.3

são apresentados os detalhes relacionados as pressuposições necessárias para que seja possível

a utilização da Geoestatística.

3.1.2.1 Isotropia

Em Geoestatística, a covariância demonstra a relação entre pontos separados por um

vetor de distância hhh. Uma das pressuposições mais comuns para uma análise geoestatística é

que essa medida não se modifique para um mesmo vetor hhh, mas em direções diferentes. Em

outras palavras, a variabilidade é a mesma em todas as direções, bastando considerar a distância

para caracterizar a correlação espacial.

Para situações em que a covariância não se modifica em direções diferentes, denomi-

namos de isotropia; para uma análise geoestatística é considerada a existência da isotropia do

fenômeno. Na Figura 3.2 apresentada por Yamamoto & Landim (2015) é possível observar

e comparar de maneira visual as diferenças entre um fenômeno anisotrópico e um fenômeno

isotrópico.

Figura 3.2 – Fenômeno anisotrópico (a) e fenômeno isotrópico (b)

Fonte: Yamamoto & Landim (2015)

Observe que na Figura 3.2, a Figura (a) é representada a anisotropia com um comporta-

mento distinto em cada direção, mas, a Figura (b) temos um fenômeno isotrópico, que possui

comportamento semelhante em todas as direções. Ressalta-se a importância em destacar que

neste trabalho serão construídas todas as análises sob a hipótese de isotropia do fenômeno. De

acordo com Haining (2003), na maioria dos casos, os métodos de análise para dados espaciais

assumem que a estrutura de covariância espacial seja isotrópica. Assumir isotropia facilita a

construção dos modelos que serão abordados nas seções seguintes.
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De acordo com Yamamoto & Landim (2015), para detectar se o fenômeno espacial apre-

senta isotropia ou não, a covariância é calculada para várias direções. Em fenômenos isotrópi-

cos, não se tem a necessidade de considerar a direção do vetor hhh mas somente a sua distância h,

que é a distância entre os pontos.

Ao utilizar a distância h entre os pontos e um plano bidimensional, ou seja, R2, se temos

um ponto sss111 que possui coordenadas (x1,y1) e um ponto sss222 que possui coordenadas (x2,y2),

existe uma distância h entre eles que é determinada por:

h =

√
(x1 − x2)

2 +(y1 − y2)
2 (3.3)

em que h é a distância entre dois pontos, x1 e y1 as coordenadas do ponto sss111 e x2 e y2 as

coordenadas do ponto sss222. A definição da distância h apresentada na equação (3.3) é a definição

clássica da distância euclidiana.

Os conceitos fundamentais para se obter tal resultado podem ser estudos em Bicudo

(2009). Scalon (2024) reforça que ao adotar a distância euclidiana, estamos assumindo que

todas as regiões de estudo são essencialmente planas. A Figura 3.3 é uma representação visual

da equação (3.3).

Figura 3.3 – Distância entre dois pontos em um espaço bidimensional

y1
s1

x1

y2
s2

x2

h

Fonte: o autor.

Diante disso, Yamamoto & Landim (2015) e também Vieira et al. (2000) apresentam

a definição para a covariância de duas variáveis regionalizadas para pontos separados por uma

distância h do vetor hhh, por:
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C (hhh) = E {[Z (sss+hhh)−µ (sss+hhh)] · [Z (sss)−µ (sss)]} (3.4)

em que C (hhh) é a covariância para uma distância h, Z (sss+hhh) é a variável aleatória Z (sss) acrescido

do vetor hhh. Uma vez que a distância h é nula, a covariância será igual à variância de Z (sss).

Podemos concluir então que um fenômeno é dito isotrópico quando sua covariância

depende somente do tamanho do vetor hhh, ou seja, somente da distância h, dado pela equação

(3.4), e não de sua direção ou sentido; caso contrário, denominamos de anisotropia.

3.1.2.2 Estacionaridade de segunda ordem

Na Geoestatística, a maioria das técnicas de interpolação e de análise espacial baseia-se

em propriedades estatísticas das variáveis em estudo. Para que essas técnicas sejam aplicáveis

de maneira consistente, costuma-se assumir a condição de estacionaridade de segunda ordem.

A definição de Vieira et al. (2000) para estacionaridade de segunda ordem é especial-

mente adequada para a utilização neste texto. Para que uma variável aleatória seja estacionária

de segunda ordem, ela deve, inicialmente, ser estacionária de primeira ordem. Define-se então

que uma variável aleatória Z (sss) é estacionária de primeira ordem, se:

E [Z (sss)] = µ (3.5)

ou seja, o valor esperado E [Z(sss)] deve existir e não depender da posição sss dentro da área A.

Para que então ela seja estacionária de segunda ordem, deve também, para cada par de

variáveis aleatórias, a função covariância C(hhh) existir e for somente em função da distância h,

sendo para qualquer sss dentro da região A, ou seja:

C (hhh) = E [Z (sss)−Z (sss+hhh)]2 −µ
2 (3.6)

A existência de estacionaridade dá a oportunidade de repetir um experimento mesmo

que as amostras devam ser coletadas em pontos diferentes, porque todas são consideradas per-
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tencentes a populações com os mesmos momentos estatísticos. Se a variabilidade dependesse

da posição do ponto exato, teríamos infinitas funções de covariâncias, o que tornaria o processo

de ajustes de modelo com grande complexidade.

3.1.2.3 Hipótese intrínseca

A hipótese de estacionaridade de segunda ordem implica a existência de uma variância

finita dos valores medidos. Esta hipótese pode não ser satisfeita para alguns fenômenos como

nas concentrações de ouro em minas da África do Sul (Krige, 1951), no movimento browniano

(Journel; Huijbregts, 1976) e em algumas cadeias de Markov (Bartlett, 1966), de acordo com

Vieira et al. (2000), a hipótese intrínseca pode ser aplicada nesses casos. Nessas situações,

uma hipótese menos restritiva surge, a hipótese intrínseca, que requer apenas a existência e

estacionaridade do variograma, sem nenhuma restrição quanto à existência de variância finita.

Um campo aleatório é intrínseca quando além de satisfazer a equação (3.5), a estaciona-

ridade do primeiro momento estatístico, e também o incremento Z(sss)−Z(sss+hhh), existe somente

em função de hhh. Isso pode ser apresentado conforme a equação (3.7).

Var [Z(sss)−Z(sss+hhh)] = E [Z(sss)−Z(sss+hhh)]2 = 2 · γ (hhh) (3.7)

em que sss está dentro da região A e γ (hhh) é a função variograma.

A hipótese intrínseca sustenta a definição de um único variograma capaz de descrever a

variabilidade espacial, garantindo a simplicidade e robustez à modelagem, ao reduzir a comple-

xidade de possíveis variações locacionais.

A definição do variograma é fundamental para a Geoestatística porque descreve quanti-

tativamente como a variabilidade espacial de uma variável regionalizada evolui com a distância

entre pontos amostrais. Ele permite identificar padrões de dependência espacial que são infor-

mações cruciais para a modelagem, pois fornecem a base para métodos de interpolação e para a

estimativa da incerteza de maneira objetiva. Dessa forma, o variograma viabiliza a construção

de modelos que representem de forma consistente as correlações espaciais, sendo indispensável

na caracterização e no mapeamento de fenômenos naturais em áreas como mineração, petróleo

e meio ambiente.
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Para este trabalho adota-se que todos os fenômenos satisfazem a hipótese intrínseca e a

isotropia.



30

4 DEPENDÊNCIA ESPACIAL E A UTILIZAÇÃO DO SEMIVARIOGRAMA

A análise de dados espaciais inicialmente era feita sob a hipótese de distribuição espacial

aleatória ou independência estatística, de modo a permitir o uso de métodos como análise de

variância. A Geoestatística surgiu para modificar a análise nessas situações. São exemplos

os estudos de Harradine et al. (1950) e Ball & Williams (1968). A mudança se inicia com os

conceitos elaborados por Matheron (1971), momento que passamos a ter condições de trabalhar

com a dependência espacial.

De acordo com Scalon (2024), a dependência espacial surge, pois espera-se que em

uma superfície contínua, duas amostras vizinhas estejam mais propensas a apresentarem valo-

res mais próximos do que duas amostras distantes. Ainda segundo Scalon (2024), por razões

históricas, a dependência espacial é modelada pela semivariância, ao invés da covariância ou

correlação. Sendo assim, o semivariograma é uma medida da dependência espacial de um atri-

buto em um conjunto de dados. O semivariograma é definido como metade da variância entre

os valores de um atributo em dois pontos separados por uma determinada distância h (Hengl et

al., 2014). Ele é geralmente plotado como uma função da distância entre os pontos e pode ser

usado para descrever a estrutura espacial dos dados. As diferenças quadráticas entre os valores

permitem então a construção do semivariograma que, segundo Isaaks & Srivastava (1989), é a

ferramenta base da Geoestatística. Oliveira (1991) complementa que a construção do semivari-

ograma é parte crucial para toda a modelagem Geoestatística e, naturalmente, para a concepção

da krigagem.

Antes de apresentar o semivariograma, é importante ressaltar que consideramos as abor-

dagens de Yamamoto & Landim (2015) sobre isotropia, em que podemos considerar isotrópicos

aqueles fenômenos que não dependem de todo vetor hhh e sim somente da distância h entre os

pontos. Como este trabalho aborda somente fenômenos isotrópicos, todas as representações de

semivariograma utilizadas serão somente em função de h, ou seja, a distância entre os pontos.

O semivariograma é um parâmetro populacional que, sob a hipótese intrínseca, é apre-

sentado por Matheron (1971) pela equação (4.1):

γ (|hhh|) = γ (h) =
E [Z (sss)−Z (sss+hhh)]2

2
(4.1)
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O ponto sss é um ponto no espaço e |hhh|= h é a norma do vetor hhh, logo, sss+hhh é o mesmo

ponto deslocado em uma distância h em uma direção genérica, ou seja, o semivariograma em

função somente de h.

Assumindo as suposições de estacionariedade intrínseca, o semivariograma pode ser es-

timado por meio do semivariograma experimental, obtido pelo estimador clássico de Matheron

(1971), definido na equação (4.2), ou seja,

γ̂(h) =
1

2 ·N (h)
·

N(h)

∑
∀(sssiii,sss jjj)||sssiii−sss jjj|=h

[
z(sssiii)− z

(
sss jjj
)]2 (4.2)

em que {z(sss111),z(sss222), . . . ,z(sssnnn)} é uma amostra espacial, N(h) é o número de pares de valores

medidos z(sssiii) e z
(
sss jjj
)
, separados por uma distância h. O estimador é somente em função da

distância h entre os pontos. Scalon (2024) reforça que em muitas situações o termo variograma

é, em geral, utilizado como sinônimo de semivariograma, mesmo sabendo que, na verdade,

trata-se do semivariograma.

De acordo com Scalon (2024), o estimador clássico apresentado na equação 4.2, pos-

sui sensibilidade a outliers, uma vez que suas ordenadas são calculadas a partir da soma de

quadrados das diferenças dos valores dos dados entre pares amostrais. Uma alternativa é apre-

sentada por Cressie & Hawkins (1980), um novo estimador para o semivariograma, enunciado

pela equação (4.3), proposto para situações em que os dados apresentam outliers, sendo um

estimador menos sensível a presença desses tipos de dados. Uma vez que se calcula a raiz qua-

drada das diferenças, o estimador é menos afetado por valores discrepantes do que a média das

quadrados de diferenças do estimador de Matheron.

γ̂(h) =
1
2
·


[

1
N (h)

·∑N(h)
∀(sssiii,sss jjj)||sssiii−sss jjj|=h

√
z(sssiii)− z

(
sss jjj
)]4

0,457+
0,494
N (h)

 (4.3)

em que N(h) é o número de pares de valores medidos z(sssiii) e z
(
sss jjj
)
, separados por uma distância

h.

Segundo Cressie (1988), da sua própria definição, é possível apresentar as seguintes

propriedades de γ(h).
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A semivariância será sempre um valor positivo.

γ (h)⩾ 0 (4.4)

O valor da semivariância não sofre interferência se a análise é do ponto sssiii para um ponto

sss jjj ou de sss jjj para o ponto sssiii.

γ
(
sssiii − sss jjj

)
= γ

(
sss jjj − sssiii

)
∀ sssiii,sss jjj ∈ Rd (4.5)

Se a semivariância é um função da distância h entre dois pontos, ela será nula quando o

valor da distância for nulo. Dessa forma,

γ (0) = 0 (4.6)

Oliveira (1991) afirma que o sentido físico do semivariograma γ(h) pode ser percebido

quando se analisa sua definição: ele mede a variabilidade das diferenças entre as realizações da

variável aleatória de interesse, de tal maneira que quanto menor a semivariância, menor a vari-

ação dessas diferenças, ou seja, pontos com menor semivariância possuem maior dependência

espacial entre si.

A importância do semivariograma para a Geoestatística está no fato de ele ser a princi-

pal ferramenta de análise da dependência espacial dos dados. É por meio dele que se modela

a variação de uma variável ao longo do espaço e se constrói a base para estimativas mais con-

fiáveis em áreas não amostradas, bem como para o entendimento aprofundado da variabilidade

e continuidade espacial de fenômenos naturais e industriais. O gráfico do semivariograma ex-

perimental γ (h) é obtido utilizando a equação (4.2), que mostra um conjunto de pontos de

maneira discreta (γ∗ (h)) e tem-se a necessidade de ajustar uma função contínua (γ̂ (h)) sobre

esse conjunto de pontos.
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4.1 Parâmetros do semivariograma

Existem vários modelos utilizados que podem ser encontrados em Clark (1979), Ya-

mamoto (2001), Chiles & Delfiner (2009), Yamamoto & Landim (2015), Schabenberger &

Gotway (2017) e Scalon (2024), mas que neste trabalho serão apresentados apenas os presentes

nas Seções 4.2 e 4.3.

A Figura 4.1 é uma ilustração de semivariograma com patamar, com seus parâmetros

C, C0, C1 e a, denominados, respectivamente, de patamar, efeito pepita, contribuição e alcance.

Têm-se também γ∗(h) representando a nuvem de pontos, ou seja, os valores estimados pontu-

almente da semivariância para cada distância h existente; γ(h) o semivariograma paramétrico,

sempre desconhecido, que é o que se pretende estimar; e γ̂(h) que representa o semivariograma

teórico ou ajustado, sobre a nuvem de pontos, que é o estimador final do semivariograma para-

métrico.

Figura 4.1 – Semivariograma estimado, teórico e empírico

h

γ(h)

γ∗(h)

γ̂(h)
γ(h)

C

C0

C1

a

Fonte: o autor.

Nos semivariogramas com patamar, com o aumento do valor de h, γ(h) também aumenta

até um valor máximo no qual se estabiliza. Esse valor no qual γ(h) se estabiliza chama-se

patamar (C) o qual, de acordo Vieira et al. (2000), é aproximadamente igual à variância dos

dados. A distância na qual γ(h) atinge o patamar é chamada de alcance (a) e é a distância limite

da dependência espacial, ou seja, faz parte do campo estruturado do fenômeno.
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É esperado que medições localizadas próximas sejam mais parecidas entre si do que

aquelas separadas com grande distância. Dessa maneira, γ(h) cresce com a distância h. Al-

guns fenômenos apresentam descontinuidade na origem de seu semivariograma, denominado

de efeito pepita (C0). Para Oliveira (1991), o mesmo expressa limitação na estimação do semi-

variograma em pequenos espaçamentos e, de acordo com Cressie (1988), sua ocorrência pode

estar associada ao aumento acentuado na dependência espacial entre pares de pontos próximos.

Por definição, γ(0) = 0, que pode ser visto pela equação (4.2) e a propriedade descrita em (4.6),

quando h = 0. Entretanto, na prática, à medida que h tende a zero, γ(h) se aproxima do valor

do efeito pepita (C0).

O semivariograma apresenta a dependência espacial do fenômeno. Conhecendo essa

característica, é possível obter predições da variável aleatória naquela região. O ajuste ideal do

semivariograma é extremamente importante (Cressie, 1988). Neste trabalho não serão apresen-

tados os métodos para o ajuste do semivariograma ao fenômeno, para isso, o texto de Scalon

(2024) se torna ideal, abordando a modelagem dos semivariogramas a diversas situações utili-

zando em linguagem R Core Team (2025).

Neste trabalho serão apresentados alguns exemplos dos dois grupos existentes que sa-

tisfazem as condições necessárias, modelos sem patamar e modelos com patamar.

4.2 Modelos sem patamar

Olea (1975), Chiles & Delfiner (2009), Yamamoto & Landim (2015) e Scalon (2024)

apresentam alguns modelos sem patamar que estimam a função γ(h), satisfazendo as exigências

(4.4), (4.5) e (4.6). Para este trabalho iremos citar somente alguns modelos, denominados como

modelo potência (4.7) e modelo linear (4.8), dados por:

γ̂(h) =


0, para h = 0

C0 +a ·hα , para h > 0

(4.7)
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γ̂ (h) =


0, para h = 0

C0 +a ·h, para h > 0

(4.8)

em que γ̂(h) representa o semivariograma teórico ou ajustado, C0 é o efeito pepita , a fator de

angulação da curva com o eixo das abcissas e h a distância entre os pontos. Observe que o

modelo linear é um caso particular do modelo potência quando α = 1.

4.3 Modelos com patamar

Olea (1975), Chiles & Delfiner (2009), Yamamoto & Landim (2015) e Scalon (2024)

apresentam alguns modelos com patamar que estimam a função γ(h), satisfazendo as exigências

(4.4), (4.5) e (4.6). Para este trabalho iremos citar somente alguns modelos, denominados como

modelo esférico (4.9), modelo pentaesférico (4.10), modelo cúbico (4.11), modelo exponencial

(4.12) e modelo gaussiano (4.13), dados por:

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

[
1,5 ·

(
h
a

)
−0,5 ·

(
h
a

)3
]
, para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(4.9)

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

[
1,875 ·

(
h
a

)
−1,25 ·

(
h
a

)3

+0,375 ·
(

h
a

)5
]
, para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(4.10)
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γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

[
7 ·
(

h
a

)2

−8,75 ·
(

h
a

)3

+3,5 ·
(

h
a

)5

−0,75 ·
(

h
a

)7
]
, para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(4.11)

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C ·

1− e
−

(
h
a

) , para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(4.12)

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C ·

1− e
−

(
h
a

)2
 , para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(4.13)

em que γ̂(h) representa o semivariograma teórico ou ajustado, C0 é o efeito pepita, C1 é a

contribuição, a o alcance do fenômeno e h a distância entre os pontos.

Olea (1975) e Yamamoto (2020) ressaltam que os modelos esférico, pentaesférico, cú-

bico, exponencial e gaussiano contemplam a grande parte dos fenômenos espaciais. Existem

outros modelos que podem ser utilizados e que seguem as pressuposições necessárias. Neste

trabalho serão tratados somente esses modelos, uma vez que apresentam capacidade de se ade-

quar a grande parte dos fenômenos.
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5 KRIGAGEM

Em uma situação hipotética, o estudo de variáveis espaciais seria realizado sem incerte-

zas se fosse possível coletar as infinitas amostras na região estudada. Naturalmente, esta é uma

situação impossível de se realizar. A alternativa que pesquisadores possuem é a coleta de amos-

tras que, posteriormente, podem ser usadas como base da predição dos valores não amostrados

naquela região. Diversas maneiras são possíveis para obter tais predições e Yamamoto (2020)

exemplifica alguns desses métodos, sendo um deles a krigagem.

Denomina-se krigagem o método que utiliza os conceitos da Teoria das Variáveis Re-

gionalizadas, ou seja, a Geoestatística, para a interpolação de valores em qualquer posição no

espaço em análise. O nome krigagem foi dado por George Matheron, em homenagem ao En-

genheiro de Minas e Matemático sul-africano Daniel Krige, o primeiro a realizar estudos da

variabilidade espacial utilizando-se de considerações mais avançadas.

Journel & Huijbregts (1976) enunciam que existem vários métodos de krigagem, em que

todos os preditores são variantes do preditor básico de regressão linear Ẑ (sss). Ainda de acordo

com Journel & Huijbregts (1976), para que o preditor seja ótimo, ele não pode ser tendencioso

e possuir variância mínima, ou seja,

E
[
Ẑ (sss000)−Z (sss000)

]
= 0 (5.1)

Var
[
Ẑ (sss000)−Z (sss000)

]
= E

{[
Ẑ (sss000)−Z (sss000)

]2}⇒ mínima (5.2)

As equações (5.1) e (5.2) representam as condições de não tendenciosidade e de vari-

ância mínima, respectivamente. Essas devem ser satisfeitas, logo, são a base para a dedução

para qualquer sistema de krigagem, como a krigagem simples, universal e indicadora. Para

se introduzir os conceitos, utilizamos a krigagem ordinária. Seu entendimento é a base para,

posteriormente, a apresentação da krigagem de blocos.
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5.1 Krigagem ordinária

O objetivo mais habitual da Geoestatística é predizer valores da variável aleatória Z (sss)

em pontos não amostrados, denominados sss000 (Oliveira, 1991). A krigagem ordinária é o método

mais utilizado, pela simplicidade e resultados que proporciona (Yamamoto; Landim, 2015). A

krigagem ordinária é fundamental na Geoestatística por sua capacidade de gerar estimativas

espacialmente coerentes, minimizar erros de predição e fornecer uma avaliação quantitativa da

incerteza associada.

Suponha que se queira predizer os valores da variável aleatória Z (sss) para qualquer valor

sss000, onde não se tem valores medidos. Conhecido o semivariograma da variável e havendo

dependência espacial entre as amostras, como mostra o semivariograma, Isaaks & Srivastava

(1989), Schabenberger & Gotway (2017), Chiles & Delfiner (2009), Vieira et al. (2000), Diggle,

Tawn & Moyeed (1998) e Yamamoto & Landim (2015) definem então o preditor para a variável

aleatória no ponto sss000:

Ẑ (sss000) =
N

∑
i=1

λi · z(sssiii) (5.3)

em que N é o número de valores observados z(sssiii); λi são os pesos associados a cada valor. Os

valores dos pesos λi para satisfazer (5.1) e (5.2) devem possuir ∑
N
i=1 λi = 1. Em Vieira et al.

(2000) é apresentado a dedução para a equação (5.3).

A krigagem possui os pesos como variáveis que expressam a variabilidade espacial que

é determinada com auxílio do semivariograma. O preditor corresponde a uma média móvel

ponderada e, ao satisfazer as equações (5.1) e (5.2) sob a hipótese intrínseca, torna a krigagem

um interpolador ótimo. Existem vários métodos de interpolação, mas somente a krigagem

possui as condições de variância mínima e não-tendenciosidade, sendo assim o sistema com

mais credibilidade e utilizado.

Para a interpolação é necessário satisfazer a variância mínima (5.2). Para o caso da

krigagem ordinária, Burgess & Webster (1980a) mostram que (5.2) implica que

E
{[

Z (sss000)− Ẑ (sss000)
]2}

= 2 ·
N

∑
i=1

λi · γ (sss000,sssiii)−
N

∑
i=1

N

∑
j=1

λi ·λ j · γ
(
sssiii,sss jjj

)
(5.4)
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Vieira et al. (2000) apresentam a demonstração para a equação (5.4). Perceba que,

para a variância tem-se o valor Z (sss000) desconhecido, mas segundo Isaaks & Srivastava (1989), a

solução para esse problema é baseado em um modelo probabilístico, de tal forma que os valores

desconhecidos são considerados realizações de um processo aleatório.

Para encontrar os pesos ótimos satisfazendo as condições necessárias, utiliza-se a técnica

dos multiplicadores de Lagrange, da qual se obtém a lagrangiana, isto é, a função das coordena-

das generalizadas (Yamamoto, 2001). Oliveira (1991) ressalta que, ao determinar um preditor,

procura-se um Best Linear Unbiased Predictor (BLUP), que se trata do melhor estimador linear.

Isaaks & Srivastava (1989), Schabenberger & Gotway (2017), Chiles & Delfiner (2009),

Vieira et al. (2000), Diggle, Tawn & Moyeed (1998) e Yamamoto & Landim (2015) e outros

autores apresentam que os pesos são obtidos a partir da solução da equação matricial:



γ (sss111,sss111) γ (sss111,sss222) . . . γ (sss111,sssnnn) 1

γ (sss222,sss111) γ (sss222,sss222) . . . γ (sss222,sssnnn) 1

...
... . . . ...

...

γ (sssnnn,sss111) γ (sssnnn,sss222) . . . γ (sssnnn,sssnnn) 1

1 1 1 0



−1

·



γ (sss111,sss000)

γ (sss222,sss000)

...

γ (sssnnn,sss000)

1


=



λ1

λ2

...

λn

µ


(5.5)

em que γ
(
sssiii,sss jjj

)
é a semivariância entre todos os pontos amostrados, γ (sssiii,sss000) é a semivariância

entre os pontos amostrados e ponto sss000 que se deseja obter, λi são pesos de krigagem que serão

utilizados na equação 5.3.

A equação (5.6) é a simplificação da equação (5.5).

A−1 ·bbb = λλλ (5.6)

em que A−1 é a inversa da matriz de semivariância entres os pontos observados, bbb é o vetor de

semivariâncias entre os pontos observados e o ponto que se deseja estimar e o vetor λλλ é o vetor
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dos pesos de krigagem, acrescido de µ que é um multiplicador de Lagrange que possibilita a

adequação de não tendência.

A Geoestatística utiliza os conceitos de dependência espacial, que são mensurados por

meio do semivariograma que, com a krigagem, se obtém o preditor ótimo e que possui uma

medida de qualidade, a variância de krigagem. Cressie (1990) afirma que todos os fatores

citados são os que posicionam a krigagem como um método em vantagem sobre outros.

Quando se tem a necessidade de predizer pontos não amostrados em uma determinada

região, a krigagem ordinária é a melhor opção. Oliveira (1991) ressalta que a principal carac-

terística da Geoestatística e, naturalmente, da krigagem, é a obtenção de mapas da região em

estudo e que com a predição de uma grande quantidade de pontos é possível mapear todo o

fenômeno. Os sistemas de krigagem têm algumas particularidades que facilitam os cálculos e

a solução do sistema, utilizando como ferramenta para gerar mapas da variável na região de

estudo.

A seguir será apresentado o conceito fundamental para se compreender outro sistema de

krigagem que apresenta outro tipo de informação: a predição de uma média espacial.
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6 A MÉDIA EM UM CONTEXTO ESPACIAL

Sendo uma medida de posição bastante utilizada, a média tem seu conceito de maneira

familiar e bastante intuitiva. Valores médios, muitas vezes, são um grande auxílio em decisões

industriais ou mesmo em pesquisas. Para uma região de extração de minério, em uma análise

de dados, pode ser importante obter o valor médio da quantidade de minério a ser extraído, pois

os custos da extração devem ser menores do que as vendas do material, tornando a média uma

informação importante nesse momento.

A média aritmética simples como conhecemos não considera a dependência espacial

dos dados. Podemos imaginar que em dados que possuem dependência espacial, a média pode

sofrer alterações em seu resultado de acordo com a posição no espaço. Nos itens 6.1, 6.2

e 6.3 são apresentados conceitos básicos relacionados à média espacial para funções. Essas

abordagens serão essenciais para o entendimento das médias espaciais e sua obtenção por meio

da krigagem de blocos.

6.1 Média espacial em um sistema unidimensional

Suponhamos uma reta com valores que variam de x1 até x2 em um domínio D= {x∈R},

como na Figura 6.1.

Figura 6.1 – Média em um espaço unidimensional

x
x1 x2

|x2 − x1|

Fonte: o autor.

É possível obter a média dos dois valores conforme a equação (6.1):

x̄ =
x1 + x2

2
(6.1)
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Ferreira (2005) enuncia que este é o conceito da média entre dois valores. A seguir

teremos a evolução do cálculo da média para uma situação bidimensional e, posteriormente, em

uma hipótese tridimensional.

6.2 Média espacial em um sistema bidimensional

Seja uma função f (x) = x em um domínio D = {x ∈R} e suponha também que temos a

necessidade de encontrar o valor médio da função entre os pontos [x1,x2], ou seja, o valor médio

de um sistema bidimensional, em um plano x,y. Ao calcularmos a área AT , como demonstrado

na Figura 6.2, tem-se que este será o ponto de partida para obtermos o valor médio da função

que denomina-se h̄.

Figura 6.2 – Função f (x) e área AT abaixo do gráfico

x

y

Lm

h̄

LM

|x2 − x1|

AT

x1 x2

Fonte: o autor.

A área de uma função em determinado trecho pode ser obtida utilizando métodos de

integração (Stewart, 2001). No caso da área definida na Figura 6.2, a área AT pode ser obtida

conforme na equação (6.2).

AT =
∫ x2

x1

f (x) dx =
∫ x2

x1

x dx =
x2

2

∣∣∣x2

x1
=

x2
2

2
− x1

2

2
=

x2
2 − x1

2

2
(6.2)
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Observamos na Figura 6.2 a marcação de cotas de três elementos, os valores Lm, LM

e h̄, sendo este último o valor médio das duas primeiras marcações. Com este valor médio, é

possível obter a área AT utilizando a equação geral da área de um trapézio. Então podemos

obter a área, conforme os cálculos a seguir:

AT =
(Lm +LM) ·Base

2
=

(Lm +LM) · |x2 − x1|
2

= h̄ · |x2 − x1| (6.3)

em que a “Base” é o intervalo em que estamos calculando a área; LM o lado maior do trapézio

e Lm é o lado menor do trapézio, todos apresentados na Figura 6.2.

Com manipulações algébricas na equação (6.3), temos a conclusão que, para um sistema

bidimensional, a altura média, ou seja, o valor médio da função pode ser obtida pela equação

(6.4).

h̄ =
AT

|x2 − x1|
(6.4)

As equações (6.2) e (6.3) nos auxiliam a obter o valor médio da função f (x), que pode

ser definido conforme equação (6.5).

h̄ = f̄ (x) =
1

|x2 − x1|
·
∫ x2

x1

f (x) dx (6.5)

A equação (6.5) é a representação de um exemplo de uma média espacial em duas di-

mensões. Os conceitos utilizados serão abordados em um sistema tridimensional, de maneira

análoga aos apresentados em 6.1 e 6.2 e apresentados na seção 6.3.

6.3 Média espacial em um sistema tridimensional

Com os conceitos apresentados nas seções 6.1 e 6.2, é possível observar que é aplicável

também em outras dimensões. Para introduzir a ideia de média espacial em um sistema tridi-

mensional, considere uma função f (x,y) em um domínio D = {(x,y) ∈R2} e dada uma região

B abaixo da superfície da função f (x,y), conforme ilustrado na Figura 6.3.
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Figura 6.3 – Função f (x,y), volume VZ e região B abaixo do gráfico

x
y

z

B

Fonte: o autor.

Podemos utilizar o volume do sólido definido como VZ e representado na Figura 6.3

para inciar o conceito do valor médio da função em um espaço tridimensional, Stewart (2001)

apresenta que pode ser obtido pela integral (6.6) abaixo dessa região, ou seja, a integral da

função no domínio da região estudada. Assim,

Vz =
∫ ∫

B
f (x,y)dxdy (6.6)

Na Figura 6.4, o sólido abaixo do gráfico da função possui variações em sua altura, ou

seja, possui diversas alturas h ao longo de toda área B; sendo infinitas alturas. Essa característica

impede que utilizemos equações comumente conhecidas para cálculo de volumes. O sólido não

é uma geometria comum.

Figura 6.4 – Sólido com alturas h′s e área da base B

hi

h j

B

Fonte: o autor.
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Suponha que seja possível somar todas as alturas deste sólido e obter a altura média
(
h̄
)
.

Assim, teríamos um sólido uniforme, conforme apresentado na Figura 6.5. Com este sólido

podemos definir a equação do volume VZ (6.6) de uma nova maneira, como apresentado na

equação (6.7), que tem como princípio as ideias abordadas nas seções 6.1 e 6.2.

Figura 6.5 – Sólido com altura h̄ e área da base B

h̄

B

Fonte: o autor.

Assim,

Vz =
∫ ∫

B
f (x,y)dxdy = h̄ · |B| (6.7)

em que |B| é a área da região abaixo da superfície, ou seja, o volume é a altura média multipli-

cada pela região. Um exemplo semelhante foi obtido na equação (6.3) para o modelo bidimen-

sional na Seção 6.2.

Podemos definir a altura média
(
h̄
)
, ou seja, o valor médio da função f (x,y), dado por:

h̄ = f̄ (x,y) =
VZ

|B|
=

1
|B|

·
∫ ∫

B
f (x,y)dxdy (6.8)

Assim, a equação (6.8) representa o valor médio de uma função f de duas variáveis em

um retângulo B contido em seu domínio, ou seja, o valor h̄. Os conceitos de média de uma

função são essenciais para compreendermos, posteriormente, a krigagem de blocos. Devido

às limitações físicas de representação, foram abordados somente os modelos unidimensional,

bidimensional e tridimensional, mas o mesmo princípio se aplicaria em dimensões espaciais

superiores.
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7 KRIGAGEM DE BLOCOS

Como visto nas seções anteriores, para uma função em um espaço unidimensional, bi-

dimensional ou tridimensional, os valores médios das funções estão relacionados ao quociente

da integral daquela função pela região onde ela ocorre. Essa ideia é construída para qualquer

função e é naturalmente observável. Todas essas integrais apresentadas nos itens anteriores são

sempre possíveis de se calcular com conhecimentos de cálculo Stewart (2001) sendo definidas

como integrais de Riemann. O questionamento inicial que pode surgir é que, se fenômenos

espaciais são caracterizados por uma variável aleatória, o que iria ocorrer se, em um espaço

n-dimensional, ao invés de termos uma função f , tivéssemos uma variável aleatória.

A krigagem de blocos surge na mineração, quando ao dividir uma região a ser mine-

rada em diversos blocos, é necessário estimar a quantidade de material em cada bloco. Por esta

demanda surge o nome krigagem de blocos. Em planos de duas dimensões também pode ser

chamada de krigagem de área. Essa demanda implica em calcular a média de variáveis alea-

tórias no espaço. É sempre importante ressaltar que a utilização desse método resulta em uma

média espacial sem viés, já que também se trata de uma krigagem que apresenta as proprieda-

des de variância mínima e não tendenciosidade (Schabenberger; Gotway, 2017). A krigagem

de blocos é uma ferramenta poderosa para converter dados pontuais em estimativas médias

espaciais, auxiliando no planejamento e na tomada de decisão em diversos campos.

Com a Geoestatística pode-se estimar a média do bloco de cubagem por meio da discre-

tização do bloco em pontos, que podem ser avaliados individualmente e depois compostos para

o bloco, ou então diretamente, calculando-se os vetores médios dos sistemas de equação.

Suponha o processo
{

Z (sss) : sss ∈ A ⊂ R2} que possui uma sub-região retangular B de

lados P e Q, conforme apresentado na Figura 7.1 . Possuímos as amostras {z(sss111) , . . . ,z(sssnnn)} e

não estamos interessados em predizer um ponto z(sss000) (como na Seção 5.1), mas sim um valor

médio da região B, ou seja, o valor médio da variável aleatória na região B, dado por Z̄ (B).
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Figura 7.1 – Região B de lados P e Q

B

A ⊂ R2

P

Q

Fonte: o autor.

Chiles & Delfiner (2009) e Schabenberger & Gotway (2017) definem Z̄(B) como:

Z̄ (B) =
1
|B|

·
∫

B
Z (sss)dsss (7.1)

em que |B| representa a área da região B.

A equação (7.1) se assemelha às equações que foram construídas nos itens 6.1, 6.2 e 6.3.

Ainda na equação (7.1) temos que nos atentar que o integrando é uma variável aleatória, neste

caso, possuímos uma integral estocástica cuja convergência se dá por média quadrática e não por

uma integral de Riemann. A integração de uma variável aleatória, apesar de apresentar notação

igual a integral de Riemann, é um conhecimento específico do estudo de cálculo estocástico.

Chiles & Delfiner (2009) e Schabenberger & Gotway (2017) apresentam o preditor para

a krigagem de blocos, que é construído de forma análoga à krigagem pontual (5.5) e é dado por:

ˆ̄Z (B) =
N

∑
i=1

λi · z(sssiii) (7.2)

Assim como na krigagem pontual, N é o número de valores coletados z(sssiii) e λi são os

pesos associados a cada valor.
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Na krigagem de blocos, os valores dos pesos λi também devem possuir ∑
N
i=1 λi = 1.

Assim, como na krigagem ordinária, é necessário suprir a condição de não-tendenciosidade

(5.1) e variância mínima (5.2).

Burgess & Webster (1980b), Schabenberger & Gotway (2017) e Journel & Huijbregts

(1976) apresentam a equação matricial para se obter os pesos λi que é dada por:



γ (sss111,sss111) γ (sss111,sss222) . . . γ (sss111,sssnnn) 1

γ (sss222,sss111) γ (sss222,sss222) . . . γ (sss222,sssnnn) 1

...
... . . . ...

...

γ (sssnnn,sss111) γ (sssnnn,sss222) . . . γ (sssnnn,sssnnn) 1

1 1 1 0



−1

·



γ̄(sss111,B)

γ̄(sss222,B)

...

γ̄(sssnnn,B)

1


=



λ1

λ2

...

λn

µ


(7.3)

em que γ
(
sssiii,sss jjj

)
é a semivariância entre todos os pontos amostrados, γ̄(sssiii,B) é a semivariância

média entre os pontos amostrados e o bloco B que se deseja obter o valor médio da variável

aleatória, λi são pesos de krigagem que serão utilizados na equação 7.3.

Podemos simplificar a equação (7.3) na equação (7.4).

A−1 · ccc = λλλ (7.4)

em que A−1 é a matriz inversa de semivariância entres os pontos observados, ccc é o vetor de

semivariâncias média entre os pontos observados e o bloco B que se deseja estimar o valor

médio da variável aleatória e o vetor λλλ é o vetor dos pesos de krigagem.

É notável que a única diferença entre o sistema da equação 7.3 apresentada para a kriga-

gem de blocos e a equação 5.5 apresentada para a krigagem ordinária é o vetor que multiplica a

matriz inversa de semivariância. Enquanto na kriagam ordinária se utiliza a semivariância entre

os pontos amostrados e o ponto sss000, na kriagem de blocos se utiliza a semivariância média entre

os pontos sss000 e o bloco B. A obtenção da semivariância média é a principal complexidade da

krigagem de blocos e tema principal deste trabalho.
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Seria muito comum imaginar uma krigagem pontual e, posteriormente, utilizando os

pontos preditos, obter a média dessa variável. Esse pensamento possui fundamentos, mas perde

em comparação com a krigagem de blocos, pois a krigagem de blocos utiliza-se de um estimador

sem viés, enquanto a média pela krigagem pontual possuirá um erro, pois não seria possível

utilizar os infinitos pontos daquela região, falha essa corrigida pela krigagem de blocos. Um

exemplo utilizando a média dos valores amostrados e preditos pode ser observado em Mello et

al. (2006).

A equação (7.3) para os pesos da krigagem de blocos se assemelha com o método uti-

lizado na krigagem ordinária (5.5). Na Seção 7.1 tem-se a diferenciação dos dois métodos de

maneira mais clara.

7.1 Semivariância média entre um ponto e uma região

Na equação matricial (7.4), o vetor ccc apresenta a semivariância entre os pontos sss111, . . . ,sssnnn

e a região B - γ̄(sssiii,B), que se deseja estimar a média da variável aleatória, diferentemente da

krigagem ordinária, em que na equação matricial (5.6) o vetor bbb apresenta a semivariância en-

tre os pontos coletados e o ponto a ser predito - γ(sssiii,sss000). Para a krigagem de blocos, deve-se

então estimar o semivariograma para os pontos em relação a região. Essa se apresenta como a

maior dificuldade da krigagem de blocos. Faz-se então a necessidade da construção do semiva-

riograma médio entre um ponto e todos os pontos dentro da área, chamado de semivariograma

médio para o ponto sssiii e a região B, ou seja, γ̄(sssiii,B).

A construção do semivariograma médio é a maior complexidade e diferencial da kriga-

gem de blocos em relação aos outros modelos de krigagem. Se associarmos ao semivariograma

construído na krigagem ordinária, na qual existia a associação de ponto a ponto representado

pela Figura 7.2, considerava-se somente a distância euclidiana entre eles.

Figura 7.2 – Associação ponto a ponto

sss
sss000

h

Fonte: o autor.
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Agora, o semivariograma na krigagem de blocos é entre um ponto e uma área e não

existe maneira de se utilizar somente uma distância, conforme pode ser observado na Figura

7.3.

Figura 7.3 – Associação ponto a área

sss
B

Fonte: o autor.

A semivariância entre um ponto e uma área é apresentada de maneira numérica em

tabelas por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976), somente para o modelo esférico. Em

Oliveira (1991), apresenta-se as definições do semivariograma médio e a maneira para se obter

os resultados analiticamente, sendo que essa definição possibilita a aplicação para qualquer

modelo de semivariograma. Este trabalho tem como principal objetivo demonstrar a construção

do semivariograma médio para os modelos cúbico, exponencial e gaussiano, utilizando a técnica

desenvolvida por Oliveira (1991). Ainda em Oliveira (1991) é apresentado somente o modo

teórico de como se obter as semivariâncias média entre um ponto e um bloco. Este trabalho

complementa esse trabalho, apresentando a obtenção da semivariâncias médias com a técnica

apresentada por Oliveira (1991).

Também se complementa os textos apresentados por Clark (1979) e Journel & Huij-

bregts (1976), que apresentam apenas valores numéricos para a semivariância média para o mo-

delo esférico. Este trabalho é um processo de continuidade que foi iniciado em Sousa (2020),

em que foram apresentados os modelos linear, esférico e pentaesférico.

Ao final deste texto tem-se um avanço da técnica apresentada por Oliveira (1991) e

evoluindo os métodos utilizados por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976).

No item 7.1.2 demonstra-se o método proposto por Oliveira (1991) para a obtenção da

semivariância média. Ressalta-se que Oliveira (1991) apresenta o conceito fundamental, que é

adequado para a construção deste trabalho.
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7.1.1 Construção numérica da semivariância mécia entre um ponto e um bloco

Muitos autores, como podemos ver nos trabalhos de Yamamoto (2001), Yamamoto &

Landim (2015), Yamamoto (2020) e Journel & Huijbregts (1976), utilizam a krigagem de blocos

mas calculam a semivariância média entre o ponto e o bloco de tal forma que não consideram os

infinitos pontos do bloco, por meio de uma aproximação numérica. Na Figura 7.4, associa-se o

ponto coletado sss111 com um único ponto do bloco e determina-se a semivariância média do bloco

como sendo esse valor obtido.

Figura 7.4 – Semivariância média de um ponto sss111 e um bloco utilizando um ponto

sss111

Fonte: o autor.

Se aumentar a quantidade de pontos dentro do bloco como na Figura 7.5 e determinar-se

a semivariância de todos os pontos com o ponto sss111 e realizar a média das semivariâncias obtidas,

se obtém uma semivariância média do bloco com maior precisão.

Figura 7.5 – Semivariância média de um ponto sss111 e um bloco utilizando oito pontos

sss111

Fonte: o autor.

Se mais uma vez aumentar-se o número de pontos no bloco, como na figura 7.6, a média

das semivariâncias dos pontos do bloco com o ponto sss111 se aproxima mais da semivariância

média real.

Figura 7.6 – Semivariância média de um ponto sss111 e um bloco utilizando trinta e dois pontos

sss111

Fonte: o autor.
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Em uma situação em que os pontos dentro de um bloco tendem ao infinito, a média de

todas as semivariâncias calculadas para esses pontos representaria a semivariância média real

do bloco em relação ao ponto sss111. No entanto, é evidente que a coleta de um número infinito de

pontos é inviável e tão complexo quanto é se determinar a quantidade de pontos ideais para se

ter uma precisão adequada da semivariância média. Yamamoto & Landim (2015) apresentam

uma aplicação utilizando apenas quatro pontos dentro do bloco e reforça que a utilização de

poucos pontos não é a ideal, mas é utilizada por limitações computacionais. Não se tem uma

resposta definida da quantidade de pontos ideais para se obter a semivariância média, a hipótese

ideal seriam os infinitos pontos. Para lidar com essa limitação, torna-se necessário modelar um

sistema capaz de determinar a semivariância média entre o ponto e o bloco de forma eficiente

e com maior precisão para qualquer modelo de semivariograma. Essa é a proposta apresentada

inicialmente por Oliveira (1991) e complementada em Sousa (2020), e neste trabalho, ou seja,

a construção da semviariância média de um bloco de forma a se utilizar conceitos de cálculo

integral para mapear os infinitos pontos da região.

7.1.2 Equação para a semivariância média entre um ponto e uma região

A etapa mais importante da krigagem de blocos é a construção do semivariograma médio

da região. Essa etapa é o que difere a krigagem de blocos da krigagem ordinária e é a etapa de

maior complexidade.

Seja um processo estocástico que satisfaz a hipótese intrínseca, com semivariograma

isotrópico e efeito pepita C0. Se considerar-se uma subregião B retangular de lados P e Q, então

o semivariograma médio entre o ponto sss localizado no vértice da região B e a própria região B,

apresentado por Oliveira (1991), é dado na equação (7.5).

γ̄(sss,B) =
1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0
M(h) · γ(h) dh (7.5)

em que P e Q são os lados do retângulo que se deseja obter a semivariância média, M (h) é o

comprimento do arco formado pelo círculo no entorno do ponto, sendo que esteja contido so-

mente dentro da região de estudo e γ (h) o semivariograma estimado para os pontos amostrados.
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A Figura 7.7, apresentada por Oliveira (1991), demonstra visualmente o conceito do valor de

M (h).

A construção do semivariograma médio é apresentada por Oliveira (1991) com base

nas definições e posteriormente na Figura 7.7. Ao obter esse resultado, é possível solucionar a

semivariância média de um bloco de qualquer dimensão e qualquer modelo de semivariograma,

diferente dos resultados obtidos por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976), que apresentam

apenas valores numéricos para blocos de alguns valores definidos e somente para o modelo

esférico.

Figura 7.7 – Semivariograma médio entre um ponto e uma área

h

M(h)

Q

P

sss

Fonte: Oliveira (1991)

Em Oliveira (1991), o resultado da semivariância média é obtido quando se soluciona

todos os valores possíveis de M(h) para cada modelo. O comprimento de M(h) depende do

valor de h, ∀ 0 ⩽ h ⩽
√

P2 +Q2, sendo P e Q os lados do retângulo onde se deseja estimar a

média da variável aleatória. Considera-se sempre P como o menor lado do retângulo e Q o maior

lado do retângulo. Em casos onde Q = P, considera-se, arbitrariamente, qual lado receberá a

denominação P e Q, sendo que essa escolha não interfere no uso das equações apresentadas a

seguir. A concepção do valor de M (h) será divida em três etapas.

Exemplificando todas as dimensões de M(h), temos a primeira etapa, se h ⩽ P. Nesse

caso o valor de M(h) não extrapola as dimensões do retângulo de lados P e Q, então M(h) =
π ·h

2
, que é apresentado na Figura 7.8.
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Figura 7.8 – Curva M(h) para h ⩽ P (primeira etapa)

M(h)
Q

P

h

h

sss

Fonte: o autor.

Na segunda etapa, se P < h ⩽ Q, o valor de M(h) extrapola as dimensões do retângulo

de lados P e Q, mas somente em sua base P, gerando assim a parte da curva denominada M(h)∗

e, assim, nessa segunda etapa, M(h) =
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h, conforme apresentado na Figura

7.9.

Figura 7.9 – Curva M(h) para o intervalo P < h ⩽ Q (segunda etapa)

M(h)

M
(h
)
∗

Q

P

sss

h

h

Fonte: o autor.

Na terceira etapa, quando Q < h ⩽
√

P2 +Q2, o valor de M(h) extrapola as dimensões

do retângulo de lados P e Q em ambas direções, gerando assim as partes da curva M(h)∗ e
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M(h)∗∗. Então M(h) =
π ·h

2
− arccos

(
P
h

)
· h − arccos

(
Q
h

)
· h, conforme apresentado na

Figura 7.10.

Figura 7.10 – Curva M(h) para o intervalo Q < h ⩽
√

P2 +Q2 (terceira etapa)

M(h)

M(h)
∗∗

M
(h
)
∗

Q

P

sss

h

h

Fonte: o autor.

O valor do arco M(h) cresce até atingir o último ponto do retângulo, a Figura 7.11

demonstra o último estágio do crescimento do arco, nesse ponto o valor de M(h) deixa de

existir, pois nenhum trecho do arco estará dentro do bloco.
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Figura 7.11 – Curva M(h) deixa de existir para h >
√

P2 +Q2

M(h)
∗∗

M
(h
)
∗

Q

P

sss

h

h

Fonte: o autor.

Com os estudos de Oliveira (1991), podemos notar que a construção da curva M(h)

acontece somente dentro do retângulo P e Q e em algumas etapas essa curva pode extrapolar

essas dimensões, gerando assim o que foi denominado de M(h)∗ e M(h)∗∗. Ressalta-se nas

Figuras 7.8, 7.9 e 7.10 que M(h) =
π ·h

2
, M(h)∗ = arccos

(
P
h

)
·h e M(h)∗∗ = arccos

(
Q
h

)
·h.

Então, tem-se o valor de M(h) em cada uma das etapas: na primeira etapa M(h) =
π ·h

2
,

na segunda etapa M(h)=
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h e na terceira etapa M(h)=

π ·h
2

−arccos
(

P
h

)
·

h−arccos
(

Q
h

)
·h.

Logo, a equação (7.5) pode ser desmembrada na soma das equações (7.6), (7.7) e (7.8).

∫ P

0

π ·h
2

· γ(h) dh (7.6)

∫ Q

P

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h
]
· γ(h) dh (7.7)
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∫ √
P2+Q2

Q

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h−arccos

(
Q
h

)
·h
]
· γ(h) dh (7.8)

Assim, toda a construção do semivariograma médio para krigagem de blocos, apresen-

tada por Oliveira (1991), pode ser resumida na equação (7.9), ou seja,

γ̄(sss,B) =
1

P ·Q
·
∫ P

0

π ·h
2

· γ(h) dh+

+
1

P ·Q
·
∫ Q

P

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h
]
· γ(h) dh+

+
1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h−arccos

(
Q
h

)
·h
]
· γ(h) dh (7.9)

em que γ (h) é o modelo de semivariograma do fenômeno, P e Q os lados do bloco B.

Dessa maneira, é possível obter a semivariância média entre um ponto situado no vértice

do bloco e o bloco retangular de lados P e Q. A mesma ideia pode ser abordada para outras

geometrias. Neste trabalho, todos os blocos de krigagem serão retangulares. De fato, como, na

prática, todas as geometrias podem ser aproximadas por uma soma de blocos, justifica-se essa

escolha da geometria de blocos, pelo seu apelo simplificador e generalizador.

Todo fenômeno possui um semivariograma que mapeia a dependência espacial. Com

essa informação é possível, com a equação (7.9), obter o semivariograma médio para qualquer

região de lados P e Q do fenômeno e para qualquer modelo de semivariograma. A Seção 7.1.1

apresenta a atual problemática na obtenção da semivariância média entre um ponto e um bloco e

a forma com que diversos autores executam essa técnica, bem como as falhas nessas situações.
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8 MATERIAIS E MÉTODOS

Esta seção é dedicada à descrição dos materiais e métodos utilizados ao longo do desen-

volvimento do trabalho.

8.1 Pesquisa bibliográfica

O método de pesquisa utilizado nesta tese foi a pesquisa bibliográfica. A pesquisa bi-

bliográfica utilizou referências no ramo da Geoestatística, Probabilidade, Cálculo Integral e

Cálculo Estocástico para a base estatística deste trabalho. A pesquisa bibliográfica foi feita a

partir do levantamento de referências teóricas já analisadas e publicadas por meios escritos e

eletrônicos, como livros, artigos científicos, dissertações, teses e páginas de web sites.

Qualquer trabalho científico inicia-se com uma pesquisa bibliográfica, que permite ao

pesquisador conhecer o que já se estudou sobre o assunto. Existem, porém, pesquisas científicas

que se baseiam unicamente na pesquisa bibliográfica, procurando referências teóricas publica-

das, com o objetivo de recolher informações ou conhecimentos prévios sobre o problema a

respeito do qual se procura a resposta (Fonseca, 2002). Para Gil et al. (2002), os exemplos mais

característicos desse tipo de pesquisa são sobre investigações sobre ideologias ou aquelas que

se propõem à análise das diversas posições teóricas acerca de um problema.

8.2 Softwares utilizados

As funções computacionais foram elaboradas em linguagem R (R Core Team, 2025) e

apresentadas em interface utilizando o Shiny (Chang et al., 2024), o qual se destaca por permitir

o desenvolvimento de interfaces gráficas por meio de aplicações web. O pacote utiliza a lingua-

gem R para simplificar comandos que normalmente seriam utilizados em linguagens voltadas

ao desenvolvimento web.

As aplicações desenvolvidas em shiny são baseadas em dois scripts que se complemen-

tam em uma execução, o ui e o server. O script ui é responsável pela aplicação gráfica, nele

é possível especificar dentro de várias hipóteses como botões, ícones ou modos de seleção que

farão a interação com o usuário. Já o server é o núcleo da aplicação e nele ficam armazenados
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os códigos em R que responderão às iterações do usuário retornando os resultados. Na Figura

8.1 exemplifica-se de forma resumida e ilustrativa, o funcionamento de uma aplicação em shiny.

Figura 8.1 – Esquema de funcionamento da aplicação em shiny

Fonte: Chang et al. (2024)

Para este trabalho, a aplicação desenvolvida por meio do shiny foi disponibilizada por

acesso virtual, de forma que qualquer usuário possa acessá-la sem necessidade de instalação

de programas, evitando assim problemas de compatibilidade em relação a diversos sistemas

operacionais. Para isso, ela foi hospedada no servidor do R Studio que fornece o serviço de

hospedagem e toda a estrutura necessária para seu funcionamento.

Outros pacotes foram utilizados e são apresentados no quadro 8.1. Constituem parte

importante do produto final aqui apresentado, pois é, por meio deles, que são realizados grande

parte dos cálculos que compõe as análises.

Quadro 8.1 – Outros pacotes utilizados no desenvolvimento do trabalho

Pacote Uso

automap (Hiemstra et al., 2008) Funções para a modelagem do semivariograma

gstat (Graler; Pebesma; Heuvelink, 2016) Funções para ajuste de coordenadas espaciais

MASS (Venables; Ripley, 2002) Funções para cálculo de inversas generalizadas

shinythemes (Chang, 2021) Funções para modificar a aparência do aplicativo

sp (Bivand; Pebesma; Gomez-Rubio, 2013) Funções para ajuste de coordenadas espaciais
Fonte: o autor.
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9 RESULTADOS

Reforçando os conceitos sobre a krigagem de blocos, ela tem o intuito de se obter o valor

médio de uma variável aleatória em uma região B, ou seja, o valor de Z̄ (B). Se considerarmos

a região B retangular, de lados P e Q, conforme representado na Figura 9.1.

Figura 9.1 – Região B de lados P e Q

B

A ⊂ R2

P

Q

Fonte: o autor.

Ao utilizarmos o interpolador da krigagem de blocos expresso pela equação 9.1, surge a

necessidade de se obter os pesos de krigagem denominados por λi, uma vez que os valores de

z(sssiii) são as amostras coletadas do fenômeno em análise.

ˆ̄Z (B) =
N

∑
i=1

λi · z(sssiii) (9.1)

Os valores de λi são obtidos ao solucionar o sistema matricial descrito pela equação 9.2.
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

γ (sss111,sss111) γ (sss111,sss222) . . . γ (sss111,sssnnn) 1

γ (sss222,sss111) γ (sss222,sss222) . . . γ (sss222,sssnnn) 1

...
... . . . ...

...

γ (sssnnn,sss111) γ (sssnnn,sss222) . . . γ (sssnnn,sssnnn) 1

1 1 1 0



−1

·



γ̄(sss111,B)

γ̄(sss222,B)

...

γ̄(sssnnn,B)

1


=



λ1

λ2

...

λn

µ


(9.2)

em que γ
(
sssiii,sss jjj

)
é a semivariância entre todos os pontos amostrados, γ̄(sssiii,B) é a semivariância

média entre os pontos amostrados e o bloco B que se deseja obter o valor médio da variável

aleatória, λi são pesos de krigagem que serão utilizados na equação 9.1.

Como apresentado anteriormente, a grande complexidade da krigagem de blocos é obter

a semivariância média entre os pontos amostrados e o bloco, ou seja, os valores de γ̄(sssiii,B). O

objetivo deste trabalho é apresentar, em complemento e adição ao trabalho iniciado em Sousa

(2020), as fórmulas semivariâncias médias entre pontos e blocos para modelos usuais na Geo-

estatística, como o linear, esférico, pentaesférico, cúbico, exponencial e gaussiano.

Autores como Clark (1979) apresentam um sistema de aproximação numérica para a

semivariância média de um ponto e um bloco, definindo como função auxiliar para a krigagem

de blocos. Clark (1979) possui a limitação de obter o sistema somente para o modelo esférico,

o qual denomina-se como função H(l,b). Já em Journel & Huijbregts (1976), os autores apre-

sentam um sistema de ábacos que modelam a semivariância média entre um ponto e um bloco

para os modelos linear e esférico, e denominam as funções como H(L,B). As duas representa-

ções apresentam limitações, pois obtêm os resultados de forma numérica e somente para dois

modelos de semivariograma. Yamamoto & Landim (2015) e Yamamoto (2001), devido à com-

plexidade ou mesmo restrição dos modelos, utilizam técnicas de aproximação numérica para

obter a média espacial de um fenômeno, como apresentado na Seção 7.1.1, técnicas essas que

não possuem as condições precisas estabelecidas para a krigagem de blocos e, assim, não são

um estimador exatamente ótimo. Os exemplos citados acima possuem limitações, pois traba-

lham com poucos modelos de semivariograma e apresentam resultados numéricos e limitados

de geometria da região de trabalho.
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Como citado, este trabalho é um complemento ao realizado em Sousa (2020), onde

foram apresentados os modelos analíticos para a semivariância média em sistemas lineares, es-

féricos e pentaesférico. Tais resultados e a continuidade neste trabalho são importantes pois

possibilitam ao usuário da krigagem de blocos obter a semivariância média para blocos retan-

gulares de qualquer dimensão e não sofrem das limitações geométricas apresentadas nos autores

citados anteriormente. Os modelos linear, esférico, pentaesférico, cúbico, exponencial e gaus-

siano, são, segundo Yamamoto (2020), os principais modelos utilizados na Geoestatística. Os

resultados obtidos neste trabalho são a evolução e aperfeiçoamento das limitações dos trabalhos

de Clark (1979), Journel & Huijbregts (1976) e Yamamoto & Landim (2015), eliminando o erro

numérico e a limitação geométrica do retângulo em análise.

Outro importante resultado é a implementação das equações obtidas em aplicação shiny

app, possibilitando o uso rápido e prático dos resultados deste trabalho. A necessidade de uma

aplicação desse modelo é essencial para facilitar ao pesquisador a utilização das técnicas da

krigagem de blocos e se trata de uma inovação quando comparado aos métodos apresentados

por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976), que utilizam tabelas e ábacos que possuem

limitações de utilização.

9.1 Resultados obtidos anteriormente para os modelos linear, esférico e pentaesférico

Os itens 9.1.1, 9.1.2 e 9.1.3 apresentam os resultados obtidos anteriormente em Sousa

(2020). É importante apresentar novamente os resultados anteriores com o intuito de reforçar e

condensar todos os resultados em um único trabalho.

9.1.1 Semivariograma médio para o modelo linear

O semivariograma linear foi apresentado na Seção 4 e é mais uma vez descrito pela

equação (9.3).

γ̂ (h) =


0, para h = 0

C0 +a ·h, para h > 0

(9.3)
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Ao aplicarmos o modelo linear (9.3) na equação (7.9), temos que a semivariância média

do modelo linear, que está apresentado na equação (9.4).

γ̄ (sss,B)Lin =C0 +
a
6
·

(
2 ·
√

P2 +Q2 +
P2

Q
· ln

∣∣∣∣∣Q+
√

P2 +Q2

P

∣∣∣∣∣+ Q2

P
· ln

∣∣∣∣∣P+
√

P2 +Q2

Q

∣∣∣∣∣
)

(9.4)

A demonstração de como obter o resultado da equação 9.4 pode ser obtida nos apêndices

de Sousa (2020).

9.1.2 Semivariograma médio para o modelo esférico

O semivariograma esférico foi apresentado na Seção 4 e é mais uma vez descrito pela

equação (9.5).

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

[
1,5 ·

(
h
a

)
−0,5 ·

(
h
a

)3
]
, para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(9.5)

Ao aplicarmos o modelo esférico (9.5) na equação (7.9), temos que a semivariância

média do modelo esférico, que está apresentado na equação (9.6).

γ̄ (sss,B)Es f =C0 +
0,25 ·C1

a
·

(
2 ·
√

P2 +Q2 +
P2

Q
· ln

∣∣∣∣∣Q+
√

P2 +Q2

P

∣∣∣∣∣+
+

Q2

P
· ln

∣∣∣∣∣P+
√

P2 +Q2

Q

∣∣∣∣∣
)
+
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−0,5 ·C1

a3 ·

[√
P2 +Q2

40
·
(
7 ·P2 +7 ·Q2)+

+
3 ·P4

40 ·Q
· ln

∣∣∣∣∣Q+
√

P2 +Q2

P

∣∣∣∣∣+ 3 ·Q4

40 ·P
· ln

∣∣∣∣∣P+
√

P2 +Q2

Q

∣∣∣∣∣
]

(9.6)

A demonstração de como obter o resultado da equação 9.4 pode ser obtida nos apêndices

de Sousa (2020).

9.1.3 Semivariograma médio para o modelo pentaesférico

O semivariograma pentaesférico foi apresentado na Seção 4 e é mais uma vez descrito

pela equação (9.7).

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

[
1,875 ·

(
h
a

)
−1,25 ·

(
h
a

)3

+0,375 ·
(

h
a

)5
]
, para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(9.7)

Ao aplicarmos o modelo pentaesférico (9.7) na equação (7.9), temos que a semivariância

média do modelo esférico, que está apresentado na equação (9.8).

γ̄(sss,B)Pent =C0 +
0,25 ·C1

a
·

(
2 ·
√

P2 +Q2 ++
P2

Q
· ln

∣∣∣∣∣Q+
√

P2 +Q2

P

∣∣∣∣∣
+

Q2

P
· ln

∣∣∣∣∣P+
√

P2 +Q2

Q

∣∣∣∣∣
)
+
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− 1,25 ·C1

a3 ·

[√
P2 +Q2

40
·
(
7 ·P2 +7 ·Q2)+
+

3 ·P4

40 ·Q
· ln

∣∣∣∣∣Q+
√

P2 +Q2

P

∣∣∣∣∣+ 3 ·Q4

40 ·P
· ln

∣∣∣∣∣P+
√

P2 +Q2

Q

∣∣∣∣∣
]
+

+
0,375 ·C1

a5 ·

[√
P2 +Q2

336
·
(
41 ·Q4 +41 ·P4 +24 ·P2 ·Q2)]+

+
0,375 ·C1

a5 ·

[
5 ·P6

112 ·Q
· ln

∣∣∣∣∣Q+
√

P2 +Q2

P

∣∣∣∣∣+ 5 ·Q6

112 ·P
· ln

∣∣∣∣∣P+
√

P2 +Q2

Q

∣∣∣∣∣
]

(9.8)

A demonstração de como obter o resultado da equação 9.4 pode ser obtida nos apêndices

de Sousa (2020).

Os resultados apresentados nos itens 9.1.1, 9.1.2 e 9.1.3 foram obtidos em Sousa (2020)

e já são um avanço em relação à construção da semivariância média em krigagem de blocos.

Com as equações (9.4), (9.6) e (9.8) é possível obter a semivariância média entre um ponto e

um bloco retangular de qualquer dimensão de forma precisa e analítica.

9.2 Resultados para os modelos cúbico, exponencial e gaussiano

Os itens 9.2.1, 9.2.2 e 9.2.3 apresentam os resultados para a semivariância média entre

um ponto e um bloco para os modelos cúbicos, exponencial e gaussiano, que são parte dos

objetivos descritos inicialmente nesse trabalho.

9.2.1 Semivariograma médio para o modelo cúbico

O semivariograma cúbico foi apresentado na Seção 4 e é mais uma vez descrito pela

equação (9.9).
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γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

[
7 ·
(

h
a

)2

−8,75 ·
(

h
a

)3

+3,5 ·
(

h
a

)5

−0,75 ·
(

h
a

)7
]
, para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(9.9)

Ao aplicarmos o modelo cúbico (9.9) na equação (7.9), temos como resultado a semiva-

riância média do modelo cúbico, que está apresentada na equação (9.10).

γ̄(sss,B)Cub =C0 +
π ·C1

2
·

7
4
·

(√
P2 +Q2

)4

a2 − 7
4
·

(√
P2 +Q2

)5

a3

+

+
π ·C1

2
·

1
2
·

(√
P2 +Q2

)7

a5 − 1
12

·

(√
P2 +Q2

)9

a7

+
−7 ·C1π

2
·
(
P2 +Q2)2

4 ·P ·Q ·a2 +
7 ·C1

12 ·a2 ·
(
4 ·Q2 +4 ·P2)+

+
7 ·C1π

2
·

√
(P2 +Q2)

5

4 ·P ·Q ·a3 − 7 ·C1

32 ·a3 ·
√

P2 +Q2 ·
(
5 ·P2 +5 ·Q2)+

+
21 ·C1 ·Q4

32 ·P ·a3 · ln

∣∣∣∣∣
√

P2 +Q2 +Q
Q

∣∣∣∣∣+ 21 ·C1 ·P4

32 ·Q ·a3 · ln

∣∣∣∣∣
√

P2 +Q2 +Q
P

∣∣∣∣∣+

−15 ·C1π

28
·

√
(P2 +Q2)

7

P ·Q ·a5 +
15 ·C1

224
·
√

P2 +Q2
(
7 ·P2 +7 ·Q2)
a5 +

+
45 ·C1 ·P4

224 ·Q ·a5 · ln

∣∣∣∣∣
√

P2 +Q2 +Q
P

∣∣∣∣∣+ 45 ·C1 ·Q4

224 ·P ·a5 · ln

∣∣∣∣∣
√

P2 +Q2 +P
Q

∣∣∣∣∣+
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+
C1 ·π

12
·

√
(P2 +Q2)

9

P ·Q ·a7 − C1

576
·
√

P2 +Q2 ·
(
18 ·Q4 +18 ·P4 +20 ·P2 ·Q2)

a7 +

− 5 ·C1P6

192 ·Q ·a7 · ln

∣∣∣∣∣
√

P2 +Q2 +Q
P

∣∣∣∣∣− 5 ·C1 ·Q6

192 ·P ·a7 · ln

∣∣∣∣∣
√

P2 +Q2 +P ·Q
Q

∣∣∣∣∣ (9.10)

A demonstração não será apresentada por ser extensa, de exemplo somente será apre-

sentada a demonstração para o modelo exponencial.

9.2.2 Semivariograma médio para o modelo exponencial

O semivariograma exponencial foi apresentado na Seção 4 e é mais uma vez descrito

pela equação (9.11).

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

1− e
−

(
h
a

) , para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(9.11)

Ao aplicarmos o modelo exponencial (9.11) na equação (7.9), temos como resultado a

semivariância média do modelo exponencial, que está apresentada na equação (9.12).

γ̄(sss,B)Exp =C0 +C1 +
π ·C1

4 ·P ·Q
·

P2 +Q2

2
−a2 +

(
a2 +a ·

√
P2 +Q2

)
· e

−

√
P2 +Q2

a

+

−
π ·
(
P2 +Q2)

4 ·P ·Q
+
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+
C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

P
arccos

(
P
h

)
·hm+1dh+

+
C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

Q
arccos

(
Q
h

)
·hm+1dh (9.12)

Observa-se que a equação 9.12 ainda apresenta uma limitação na resolução de parte das

integrais do sistema, levando à necessidade de aproximá-las em determinado trecho. É natural

supor que essa aproximação mantenha um componente numérico na solução do problema o

que de fato ocorre. Entretanto, trata-se de um resultado que não se encontra descrito em ou-

tras literaturas. Ademais, ao implementar esse modelo em um aplicativo Shiny App, obtém-se

com precisão os valores decorrentes da aproximação numérica, possibilitando o cálculo da se-

mivariância média entre um ponto e um bloco retangular de qualquer dimensão para o modelo

exponencial.

A demonstração de como obter o resultado da equação 9.12 pode ser vista no apêndice

A. Somente é apresentado neste trabalho a demonstração da semivariância média entre um

ponto e um bloco para o modelo exponencial, por se tratar da demonstração mais simples dentre

as três apresentadas neste trabalho. O apêndice tem intuito somente de demonstrar o conceito

da aplicação da técnica.

9.2.3 Semivariograma médio para o modelo gaussiano

O semivariograma gaussiano foi apresentado na Seção 4 e é mais uma vez descrito pela

equação (9.13).

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

1− e
−

(
h
a

)2
 , para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(9.13)
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Ao aplicarmos o modelo gaussiano (9.13) na equação (7.9), temos como resultado a

semivariância média do modelo gaussiano, que está apresentada na equação (9.14).

γ̄(sss,B)Gau =C0 +C1 +
π ·C1

4 ·P ·Q
·

(P2 +Q2)−a2 +a2 · e
−

P2 +Q2

a2

− π ·
(
P2 +Q2)

4 ·P ·Q
+

+
C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

P
arccos

(
P
h

)
·h2·m+1dh+

+
C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

Q
arccos

(
Q
h

)
·h2·m+1dh (9.14)

Observe-se que a equação 9.14 ainda apresenta uma limitação na resolução de parte das

integrais do sistema, levando à necessidade de aproximá-las em determinado trecho. É natural

supor que essa aproximação mantenha um componente numérico na solução do problema o

que de fato ocorre. Entretanto, trata-se de um resultado que não se encontra descrito em ou-

tras literaturas. Ademais, ao implementar esse modelo em um aplicativo Shiny App, obtém-se

com precisão os valores decorrentes da aproximação numérica, possibilitando o cálculo da se-

mivariância média entre um ponto e um bloco retangular de qualquer dimensão para o modelo

gaussiano.

A demonstração não será apresentada por ser extensa. De exemplo somente será apre-

sentada a demonstração para o modelo exponencial.

9.3 Tabelas auxiliares para semivariância média

De forma semelhante a apresentada por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976),

que apresentam tabelas e ábacos para limitados modelos, utilizando as equações encontradas

para cada um dos modelos, é possível obter as tabelas auxiliares para cada modelo. Estas são

apresentadas as tabelas 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.5 e 9.6. Ressalta-se que em Clark (1979) e Journel

& Huijbregts (1976) se encontram somente a tabela auxiliar para o modelo esférico.
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Tabela 9.1 – Tabela auxiliar para semivariâncias médias de um modelo linear

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 0,0765 0,1186 0,1646 0,2122 0,2605 0,3092 0,3583 0,4075 0,4569 0,5064

0,2 0,1186 0,1531 0,1936 0,2373 0,2827 0,3293 0,3765 0,4243 0,4725 0,5209

0,3 0,1646 0,1936 0,2296 0,2695 0,3119 0,3559 0,4012 0,4472 0,4939 0,5411

0,4 0,2122 0,2373 0,2695 0,3061 0,3456 0,3872 0,4304 0,4746 0,5197 0,5655

0,5 0,2605 0,2827 0,3119 0,3456 0,3826 0,4219 0,4629 0,5054 0,5489 0,5932

0,6 0,3092 0,3293 0,3559 0,3872 0,4219 0,4591 0,4983 0,5389 0,5809 0,6238

0,7 0,3583 0,3765 0,4012 0,4304 0,4629 0,4983 0,5356 0,5747 0,6151 0,6566

0,8 0,4075 0,4243 0,4472 0,4746 0,5054 0,5389 0,5747 0,6122 0,6511 0,6913

0,9 0,4569 0,4725 0,4939 0,5197 0,5489 0,5809 0,6151 0,6511 0,6887 0,7276

1,0 0,5064 0,5209 0,5411 0,5655 0,5932 0,6238 0,6566 0,6913 0,7276 0,7652
Fonte: o autor.

Tabela 9.2 – Tabela auxiliar para semivariâncias médias de um modelo esférico com alcance e
contribuição unitária

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 0,1144 0,1766 0,2431 0,3097 0,3744 0,4360 0,4936 0,5462 0,5930 0,6333

0,2 0,1766 0,2270 0,2851 0,3455 0,4056 0,4636 0,5181 0,5682 0,6128 0,6511

0,3 0,2431 0,2851 0,3358 0,3902 0,4452 0,4989 0,5498 0,5968 0,6386 0,6744

0,4 0,3097 0,3455 0,3902 0,4390 0,4891 0,5385 0,5856 0,629 0,6677 0,7007

0,5 0,3744 0,4056 0,4452 0,4891 0,5346 0,5792 0,6230 0,6628 0,6982 0,7280

0,6 0,4360 0,4636 0,4989 0,5385 0,5798 0,6209 0,6602 0,6965 0,7284 0,7550

0,7 0,4936 0,5181 0,5498 0,5856 0,6230 0,6602 0,6958 0,7285 0,7570 0,7803

0,8 0,5462 0,5682 0,5968 0,6290 0,6628 0,6965 0,7285 0,7576 0,7827 0,8026

0,9 0,5930 0,6128 0,6386 0,6677 0,6982 0,7284 0,7570 0,7827 0,8044 0,8209

1,0 0,6333 0,6511 0,6744 0,7007 0,7280 0,7550 0,7803 0,8026 0,8209 0,8342
Fonte: o autor.

A tabela apresentada por Clark (1979) pode ser encontrada no apêndice B, sendo essa

a única modelagem de semivariância média presente na literatura. É importante comparar os

resultados da tabela 9.2 e se observar a igualdade dos resultados obtidos por Clark (1979).
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Tabela 9.3 – Tabela auxiliar para semivariâncias médias de um modelo pentaesférico com al-
cance e contribuição unitária

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 0,1139 0,1748 0,2376 0,2976 0,3520 0,3994 0,4387 0,4694 0,4919 0,5068

0,2 0,1748 0,2233 0,2774 0,3308 0,3802 0,4235 0,4594 0,4874 0,5075 0,5204

0,3 0,2376 0,2774 0,3236 0,3704 0,4142 0,4526 0,4844 0,5088 0,5258 0,5359

0,4 0,2976 0,3308 0,3704 0,4109 0,4491 0,4826 0,5100 0,5304 0,5439 0,5511

0,5 0,3520 0,3802 0,4142 0,4491 0,4820 0,5106 0,5335 0,5499 0,5598 0,5637

0,6 0,3994 0,4235 0,4526 0,4826 0,5106 0,5346 0,5531 0,5656 0,5718 0,5726

0,7 0,4387 0,4594 0,4844 0,5100 0,5335 0,5532 0,5676 0,5762 0,5790 0,5767

0,8 0,4694 0,4874 0,5088 0,5304 0,5499 0,5656 0,5762 0,5813 0,5809 0,5758

0,9 0,4919 0,5075 0,5258 0,5439 0,5598 0,5718 0,5790 0,5809 0,5777 0,5701

1,0 0,5068 0,5204 0,5359 0,5511 0,5637 0,5726 0,5767 0,5758 0,5701 0,5606
Fonte: o autor.

Tabela 9.4 – Tabela auxiliar para semivariâncias médias de um modelo cúbico com alcance e
contribuição unitária

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 0,0412 0,0943 0,1688 0,2542 0,3416 0,4249 0,5005 0,5676 0,6278 0,6847

0,2 0,0943 0,1435 0,2135 0,2942 0,3772 0,4565 0,5286 0,5927 0,6506 0,7058

0,3 0,1688 0,2135 0,2776 0,3519 0,4287 0,5023 0,5694 0,6294 0,6841 0,7369

0,4 0,2542 0,2942 0,3519 0,4192 0,4889 0,5559 0,6174 0,6727 0,7238 0,7740

0,5 0,3416 0,3772 0,4287 0,4889 0,5516 0,6119 0,6676 0,7184 0,7661 0,8140

0,6 0,4249 0,4565 0,5023 0,5559 0,6119 0,6663 0,7167 0,7635 0,8084 0,8547

0,7 0,5005 0,5286 0,5694 0,6174 0,6676 0,7167 0,7623 0,8066 0,8497 0,8952

0,8 0,5676 0,5927 0,6294 0,6727 0,7184 0,7635 0,8066 0,8484 0,8906 0,9361

0,9 0,6278 0,6506 0,6841 0,7238 0,7661 0,8084 0,8497 0,8906 0,9328 0,9788

1,0 0,6847 0,7058 0,7369 0,7740 0,8140 0,8547 0,8952 0,9361 0,9788 1,0252
Fonte: o autor.
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Tabela 9.5 – Tabela auxiliar para semivariâncias médias de um modelo exponencial com al-
cance e contribuição unitária

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 0,0733 0,1107 0,1492 0,1865 0,2221 0,2558 0,2877 0,3178 0,3462 0,3729

0,2 0,1107 0,1405 0,1736 0,2071 0,2399 0,2716 0,3018 0,3305 0,3577 0,3835

0,3 0,1492 0,1736 0,2022 0,2321 0,2620 0,2913 0,3196 0,3467 0,3726 0,3972

0,4 0,1865 0,2071 0,2321 0,2588 0,2860 0,3130 0,3394 0,3649 0,3893 0,4127

0,5 0,2221 0,2399 0,2620 0,2860 0,3109 0,3357 0,3602 0,3841 0,4072 0,4293

0,6 0,2558 0,2716 0,2913 0,3130 0,3357 0,3587 0,3815 0,4038 0,4255 0,4465

0,7 0,2877 0,3018 0,3196 0,3394 0,3602 0,381 0,4027 0,4236 0,4441 0,4639

0,8 0,3178 0,3305 0,3467 0,3649 0,3841 0,4038 0,4236 0,4436 0,4625 0,4812

0,9 0,3462 0,3577 0,3726 0,3893 0,4072 0,4255 0,4441 0,4625 0,4806 0,4983

1,0 0,3729 0,3835 0,3972 0,4127 0,4293 0,4465 0,4639 0,4812 0,4806 0,5150
Fonte: o autor.

Tabela 9.6 – Tabela auxiliar para semivariâncias médias de um modelo gaussiano com alcance
e contribuição unitária

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 0,0066 0,01646 0,0324 0,0540 0,0805 0,1110 0,1448 0,1807 0,2179 0,2557

0,2 0,01646 0,0262 0,0419 0,0634 0,08996 0,1198 0,1532 0,1887 0,2256 0,2630

0,3 0,0324 0,0262 0,0419 0,0634 0,0896 0,1198 0,1532 0,1887 0,2256 0,2630

0,4 0,0540 0,0419 0,0634 0,0991 0,1244 0,1534 0,1855 0,2197 0,2552 0,2912

0,5 0,0805 0,0634 0,0896 0,1244 0,1489 0,1771 0,2083 0,2416 0,2761 0,3110

0,6 0,1110 0,08996 0,1198 0,1534 0,1771 0,2045 0,2346 0,2668 0,3001 0,3339

0,7 0,1448 0,1198 0,1532 0,1855 0,2083 0,2346 0,2636 0,2946 0,3266 0,3591

0,8 0,1807 0,1532 0,1887 0,2197 0,2416 0,2668 0,2946 0,3242 0,3549 0,3860

0,9 0,2179 0,1887 0,2256 0,2552 0,2761 0,3001 0,3266 0,3549 0,3842 0,4139

1,0 0,2557 0,2256 0,2630 0,2912 0,3110 0,3339 0,3591 0,3860 0,4139 0,4423
Fonte: o autor.

As tabelas 9.1 a 9.6 são então resultados que se acrescentam ao trabalho de Clark (1979)

e Journel & Huijbregts (1976). A seguir, no item 9.3.1, com intuito de compreensão, são apre-

sentadas a utilização dessas tabelas auxiliares.
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9.3.1 Utilização das tabelas auxiliares

Nesse caso, será apresentado a utilização especificamente da tabela 9.2. Utiliza-se um

fenômeno fictício apresentado por Clark (1979). Vamos supor um fenômeno esférico, com

efeito pepita igual a 100, contribuição igual a 700 e alcance igual a 100, e o bloco que ire-

mos trabalhar possui 40 por 30 metros. As tabelas são ponderadas por contribuição e alcance

unitário. Sendo assim, deve-se transformar os dados de entrada para se utilizar a tabela.

P
a
=

30
100

= 0,3

Q
a
=

40
100

= 0,4

Logo, os valores utilizados para a inserção na tabela é de 0,3 e 0,4. Utilizando a tabela

do modelo esférico 9.2, o valor da semivariância média é de 0,3902. Assim consegue-se então

calcular a semivariância média desse modelo para esse bloco, representada na equação (9.15).

γ̄(sss,B) =C0 +C1 ·H(P,Q) (9.15)

Sendo P e Q os lados do bloco, C0 o efeito pepita e C1 a contribuição do semivariograma

do fenômeno, a semivariância média entre o ponto e o bloco B é dado pela equação (9.16).

γ̄(sss,B) = 100+700 ·0,3902 (9.16)

Nesse exemplo, ao utilizarmos as tabelas auxiliares, tem-se a semivariância média entre

um ponto e o bloco apresentado pela equação (9.17), ou seja,

γ̄(sss,B) = 373,14 (9.17)

A obtenção de novas tabelas auxiliares é um avanço em relação aos trabalhos de Clark

(1979) e Journel & Huijbregts (1976). São resultados que aumentam a possibilidade para a uti-
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lização de novos modelos na krigagem de blocos. Ao utilizarmos as tabelas auxiliares, mesmo

que com esses resultados se possa obter a semivariância média para modelos antes não obtidos,

existe a limitação da utilização dessas tabelas para dimensões de blocos específicos. Na Se-

ção 9.4 á apresentado a evolução das tabelas auxiliares para a obtenção da semivariância média

entre um ponto e um bloco, para quaisquer dimensões de blocos.

9.4 Aplicação em Shiny App

A obtenção das equações da semivariância média são de grande validade para o cálculo

de médias espaciais. O entendimento dessa necessidade possibilita a utilização da krigagem

de blocos de forma precisa. Duas hipóteses de utilização são as tabelas auxiliares descritas

por Clark (1979) e os ábacos apresentados por Journel & Huijbregts (1976). Porém, estes

possuem limitações pois não apresentam diversidade de dimensões em seu cálculo e de modelos

de semivariogramas.

As equações encontradas para os modelos linear, esférico, pentaesférico, cúbico, expo-

nencial e gaussiano são equações extensas e, assim, surge a necessidade de facilitar a utilização

desses resultados pelo usuário em seu cotidiano. A utilização de aplicações em Shiny App para

análise estatística traz diversas vantagens, tanto para profissionais de dados quanto para pesqui-

sadores e estudantes. A plataforma permite a criação de interfaces web interativas e dinâmicas

que facilitam a exploração dos resultados obtidos. Na Seção 9.4.1 é apresentada a Calculadora

de Semivariância Média para os modelos determinados neste trabalho.

9.4.1 Calculadora de semivariância média

As equações (9.4), (9.6), (9.8), (9.10), (9.12) e (9.14) são resultados precisos para a ob-

tenção da semivariância média entre um ponto e um bloco retangular, mas possuem a complexi-

dade de serem extensas, criando uma situação laboriosa em aplicações cotidianas. Utilizando a

linguagem de programação R Core Team (2025) e a aplicação em Shiny App Chang et al. (2024)

é possível construir para o usuário uma interface que facilita o uso dos resultados obtidos neste

trabalho.

A figura 9.2 apresenta a interface que o usuário recebe ao executar o aplicativo em seu

navegador.



75

Figura 9.2 – Interface do aplicativo - Calculadora de semivariância média

Fonte: o autor.

Na Figura 9.2, é possível observar que se tem uma interface simples para o usuário,

apresentando cada etapa da utilização do aplicativo desenvolvido. Já na Figura 9.3 é possível

observar destacado em vermelho o local em que o usuário irá inserir a dimensão do bloco

retangular, independente de posição do bloco. O aplicativo não faz distinção se a dimensão P

ou Q é maior, basta inserir os dois lados do retângulo.

Figura 9.3 – Locais de inserção dos lados dos retângulo em análise - Calculadora de semivari-
ância média

Fonte:o autor.
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Já na Figura 9.4 o usuário irá determinar os parâmetros do modelo de semivariograma

daquele fenômeno, podendo selecionar os modelos linear, esférico, pentaesférico, cúbico, ex-

ponencial e gaussiano. Após selecionar os modelos, preencher os parâmetros do modelo com

os valores do efeito pepita (C0), da contribuição (C1) e do alcance (a). Pode-se observar esse

local na tela do aplicativo e destacado em verde na Figura 9.4.

Figura 9.4 – Locais de inserção dos modelos de semivariograma - Calculadora de semivariância
média

Fonte: o autor.

Na figura 9.5 tem-se destacado em azul, o local em que o usuário irá observar o resultado

obtido da semivariância média entre um ponto e um bloco retangular.
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Figura 9.5 – Resultado para semivariância média entre um ponto e um bloco retangular - Cal-
culadora de semivariância média

Fonte: o autor.

Como exemplo vamos simular um bloco de dimensão 0,4m por 0,5m, que segue o

modelo esférico no fenômeno a analisar, com efeito pepita nulo e contribuição e alcance de

uma unidade. Esse exemplo é utilizado pois é o mesmo apresentado nas tabelas de aproxima-

ção apresentadas por Clark (1979). Podemos ver destacado na Figura 9.6 que o resultado da

semivariância média do bloco com as dimensões e semivariograma citados é de 0,489167.

Em vermelho se destaca a dimensão do bloco, em verde os parâmetros do modelo e em

azul se observa o resultado obtido. Caso fosse ser realizado de forma manual, seria inserido

esses parâmetros na equação (9.6), o que iria gerar um trabalho matemático que, apesar de

não ser complexo, demanda tempo maior para a solução da equação do que na utilização do

aplicativo.
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Figura 9.6 – Resultado obtido - Calculadora de semivariância média

Fonte:o autor.

O resultado apresentado por Clark (1979) é igual a 0,489, o qual pode ser obtido na

Figura 1 do apêndice B, porém como discutido na seção 9, os resultados apresentados pela

autora possuem limitações de dimensões e é apresentado somente para o modelo esférico. O

aplicativo desenvolvido possibilita a utilização de qualquer valor para dimensão do bloco e se

aplica aos modelos linear, esférico, pentaesférico, cúbico, exponencial e gaussiano, o que passa

a ser um avanço na construção da semivariância média.

Voltamos ao exemplo abordado ao final da Seção 9.3, um fenômeno esférico, com efeito

pepita igual a 100, contribuição igual a 700 e alcance igual a 100, e o bloco que iremos trabalhar

possui 40 por 30 metros. Ao inserir os dados no aplicativo, podemos observar na Figura 9.7 que

o resultado obtido pelo aplicativo de 373,158708. Essa solução é mais simples de ser obtida

quando comparamos com a utilização da tabela 9.2 ou da equação (9.6), facilitando ao usuário

a obtenção da semivariância média entre um ponto e um bloco retangular.
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Figura 9.7 – Comparação com a utilização das tabelas auxiliares

Fonte: o autor.

A utilização do aplicativo é a sustentação dos resultados apresentados de forma analítica

para uma situação voltada à prática cotidiana do usuário, facilitando o acesso aos resultados em

qualquer situação e retirando a limitação das dimensões dos blocos retangulares.
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10 EXEMPLOS PRÁTICOS

Esta seção tem o intuito de apresentar ao leitor como se utiliza os resultados apresen-

tados na seção 9 para se obter a semivariância média entre um ponto e um bloco retangular e

posteriormente a média espacial da variável aleatória. São utilizados dados obtidos por Clark

(1979) e Clark & Harper (2000).

10.1 Exemplo prático 1

O exemplo apresentado a seguir foi obtido em Clark (1979), no qual a autora apresenta

a resolução completa em um segundo livro Clark & Harper (2000), no qual em uma situação

hipotética, onde são coletados dois dados, nas posições sss111 e sss222. Esses dados correspondem à

concentrações de ferro em uma superfície. O primeiro ponto possui 44,1% de ferro na amostra

e o segundo ponto possui 40,6% de ferro na amostra e o bloco retangular apresenta dimensões

de 50m por 50m. Uma observação é necessária nesse ponto: é que o bloco não possui a neces-

sidade de ser quadrado e pode ser um retângulo. Neste caso em específico é um quadrado, que

é um retângulo de lados iguais, o que pode ser visualizado na Figura 10.1. Este exemplo é ado-

tado justamente por ser um dos poucos que são apresentados na literatura, de como se utilizar

o método de forma completa. Nesse caso será utilizado os resultados obtidos e apresentados na

seção 9 com o intuito de fixar o conteúdo apresentado de forma simples.

A questão principal desse problema e de todo este trabalho é: se possuímos os pontos

sss111 e sss222 que são amostras de uma variável aleatória Z (sssiii), que tem seu domínio em um bloco

retangular B, considerando a espacialidade dos dados, qual o valor médio da variável aleató-

ria dentro do bloco em estudo? Esse questionamento será apresentado abaixo utilizando os

resultados obtidos em todo este trabalho.
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Figura 10.1 – Definição do bloco e duas amostras amostras coletadas

sss111

sss222

50m

50m

Fonte: Clark (1979)

Na tabela 10.1 têm-se as coordenadas (x,y) no eixo cartesiano de cada um dos pontos

coletados, bem como os valores coletados, os pontos z(sssiii).

Tabela 10.1 – Tipos de indexação e a variável em um processo espacial

Ponto sssiii Coordenada x (m) Coordenada y (m) z(sssiii) (%Fe)

sss111 330 320 44,1

sss222 335 310 40,6
Fonte: Clark (1979)

Clark (1979) apresenta que o modelo de semivariograma estimado para o fenômeno é o

esférico, e sua representação se dá pela equação (10.1). Métodos para modelagem do semivari-

ograma podem ser vistos em Scalon (2024) e os critérios adotados para o exemplo são expostos

em Clark (1979) e em Clark & Harper (2000). Neste trabalho tem-se o foco de demonstrar com

maior ênfase a parte relacionada à semivariância média entre os pontos e o bloco.

γ̂(h) =



0, para h = 0

24 ·
[

1,5 · h
120

−0,5 · h3

1203

]
, para 0 < h < 120m

24, para h ⩾ 120m

(10.1)



82

Utilizando os conceitos de distância entre pontos e com a equação (10.1), é possível

obter o valor da semivariância entre cada par de ponto. Na tabela 10.2 apresenta-se o resultado

obtido.

Tabela 10.2 – Distância entre os pontos e semivariância para krigagem

d Pontos sssiii Distância (m) Semivariância

h1 sss111 e sss222 11,180339 3,3443968
Fonte: o autor.

Após a obtenção dos valores de semivariância, utilizando a equação (7.3) e substituindo

os valores, temos o seguinte sistema matricial (10.2).


0 3,3443968 1

3,3443968 0 1

1 1 0



−1

·


γ̄(sss111,B)

γ̄(sss222,B)

1


=


λ1

λ2

µ


(10.2)

Observe que tem-se a necessidade de se obter a semivariância média entre o ponto 1 e

o bloco retangular e o ponto 2 e o bloco retangular. Abaixo se apresenta de forma detalhada

a utilização dos resultados apresentados em 9, que cria a possibilidade de se obter a média

espacial do fenômeno.

10.1.1 Semivariância média entre s1 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss111 e o bloco B pode-se utilizar a equa-

ção (9.6). A equação possui a complexidade de se utilizar vários termos. Assim, a utilização do

aplicativo apresentado na seção 9.4, facilita para a obtenção dos resultados. O ponto sss111 é vér-

tice de quatro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-blocos,

como se apresenta na Figura 10.2.
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Figura 10.2 – Divisão do bloco e a amostra sss111

sss111

50m

50m

30m

20m

30m 20m

B1

B2

B3

B4

Fonte: Clark & Harper (2000)

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal. Assim,

γ̄(sss111,B) =
30 ·30 · γ̄(sss111,B1)+20 ·30 · γ̄(sss111,B2)+30 ·20 · γ̄(sss111,B3)+20 ·20 · γ̄(sss111,B4)

50 ·50

γ̄(sss111,B) =
30 ·30 ·6,769165+20 ·30 ·5,735168+30 ·20 ·5,735168+20 ·20 ·4,556331

50 ·50

Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando o

aplicativo apresentado no item 9.4 e pode ser conferido no apêndice C, facilitando o uso, sem

a necessidade da utilização de tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões

genéricas. Tem-se então que a semivariância entre o ponto sss111 e o bloco B apresentada na

equação (10.3).

γ̄(sss111,B) = 5,918793 (10.3)



84

10.1.2 Semivariância média entre s2 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss222 e o bloco B pode-se utilizar a equa-

ção (9.6). A equação possui a complexidade de se utilizar vários termos. Assim, a utilização

do aplicativo apresentado na seção 9.4, a obtenção dos resultados. O ponto sss222 é vértice de qua-

tro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-blocos, como se

apresenta na Figura 10.3.

Figura 10.3 – Divisão do bloco e a amostra sss222

sss222

50m

50m

40m

10m

35m 15m

B1

B2

B3

B4

Fonte: Clark & Harper (2000)

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal. Assim,

γ̄(sss222,B) =
35 ·40 · γ̄(sss222,B1)+35 ·10 · γ̄(sss222,B2)+40 ·15 · γ̄(sss222,B3)+15 ·10 · γ̄(sss222,B4)

50 ·50

γ̄(sss222,B) =
35 ·40 ·8,388365+35 ·10 ·5,566953+40 ·15 ·6,579605+15 ·10 ·2,895135

50 ·50

Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando o

aplicativo apresentado no item 9.4 e pode ser conferido no apêndice C, facilitando o uso, sem

a necessidade da utilização de tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões
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genéricas. Tem-se então que a semivariância entre o ponto sss222 e o bloco B apresentada na

equação (10.4).

γ̄(sss222,B) = 7,229671 (10.4)

10.1.3 Valor médio da variável aleatória no bloco B para o exemplo 1

As semivariâncias obtidas nos itens 10.1.1 e 10.1.2 só foram possíveis de serem obtidas

pelos resultados apresentados na seção 9 e de maneira simples, devido ao aplicativo apresentado

na seção 9.4. As imagens dos resultados obtidos pelo aplicativo são demonstrados no apêndice

C.

Ao atualizarmos a equação (10.2) com as semivariâncias médias entre os pontos e o

bloco, temos a equação matricial (10.5) para solucionar e obter os valores dos parâmetros λi,

ou seja,


0 3,3443968 1

3,3443968 0 1

1 1 0



−1

·


5,918793

7,229671

1


=


λ1

λ2

µ


(10.5)

A solução desse sistema na equação (10.6).


λ1

λ2

µ


=


0,695996

0,304004

4,902030


(10.6)

Relembrando a equação da krigagem de blocos descrita na equação (9.1) e apresentada

novamente na equação (10.7).
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ˆ̄Z (B) =
N

∑
i=1

λi · z(sssiii) (10.7)

em que N é o número de valores coletados z(sssiii) e λi são os pesos associados a cada

valor. Assim podemos solucionar e obter o valor médio da variável aleatória no bloco B, temos

os valores coletados e os parâmetros λi. Nesse caso, ao expandir a equação (10.7) temos a

equação (10.8),

ˆ̄Z (B) = λ1 · z(sss111)+λ2 · z(sss222) (10.8)

Substituindo os valores das amostradas coletadas e os valores dos pesos de krigagem da

equação (10.6), temos a resolução apresentada pela equação (10.9), ou seja,

ˆ̄Z (B) = 0,695996 ·44,1+0,304004 ·40,6 (10.9)

Sendo assim, temos que para a variável aleatória desse fenômeno no bloco retangular B,

a média espacial da variável aleatória é apresentada na equação (10.10).

ˆ̄Z (B) = 43,0359%Fe (10.10)

Ressalta-se que esse resultado é diferente da média convencional, pois a média apre-

sentada na equação (10.10) é obtida por um estimador ótimo, considerando a espacialidade do

fenômeno.

10.2 Exemplo prático 2

O exemplo apresentado a seguir foi obtido de Clark (1979). A autora apresenta a reso-

lução completa em um segundo livro Clark & Harper (2000), no qual define em uma situação

hipotética, que os cinco dados são coletados nas posições sss111, sss222, sss333, sss444 e sss555. Esses dados cor-
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respondem à concentração de urânio, em partes por milhão, em cada ponto. Queremos estimar

o valor médio da concentração de urânio em um bloco de lados P = 30 m e Q = 60 m, nessa

região. Vamos denominar esse bloco como bloco B, com centro nas coordenadas x = 4120 m e

y= 2325 m , conforme apresentado na Figura 10.4. Esse exemplo é particularmente interessante

quando comparando ao apresentado no item 10.1, pois dessa vez tem-se pontos fora do bloco.

A média do bloco pode ser predita com pontos também fora da sua região, a espacialidade do

fenômeno ocorre também fora do bloco B.

Figura 10.4 – Definição do bloco e cinco amostras coletadas

sss111

sss222

sss333

sss444

sss555

60m

30m

Fonte: Clark (1979)

Na tabela 10.3 têm-se as coordenadas (x,y) no eixo cartesiano de cada um dos pontos

coletados, bem como os valores coletados z(sssiii).

Tabela 10.3 – Tipos de indexação e a variável em um processo espacial

Ponto sssiii Coordenada x (m) Coordenada y (m) z(sssiii) (ppm)

sss111 4170 2332 400

sss222 4200 2340 380

sss333 4160 2370 450

sss444 4150 2310 280

sss555 4080 2340 320
Fonte: Clark (1979)
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Clark (1979) apresenta que o modelo de semivariograma estimado para o fenômeno

é o esférico, e sua representação se dá pela equação (10.11). Métodos para modelagem do

semivariograma podem ser vistos em Scalon (2024) e os critérios adotados para o exemplo são

expostos em Clark (1979). Neste trabalho tem-se o foco de demonstrar com maior ênfase a

parte relacionada a semivariância média entre os pontos e o bloco.

γ̂(h) =



0, para h = 0

100+700 ·
[

1,5 · h
100

−0,5 · h3

1003

]
, para 0 < h < 100m

800, para h ⩾ 100m

(10.11)

Utilizando os conceitos de distância entre pontos e com a equação (10.11), é possível ob-

ter o valor da semivariância entre cada par de ponto. Na tabela 10.4 apresentam-se os resultados

obtidos.

Tabela 10.4 – Pares de distância entre os pontos e semivariância para krigagem

d Pontos sssiii Distância (m) Semivariância

h1 sss111 e sss222 31,0483 415,5320

h2 sss111 e sss333 39,2937 491,3500

h3 sss111 e sss444 29,7321 402,9883

h4 sss111 e sss555 90,3549 790,5460

h5 sss222 e sss333 50,0000 581,2500

h6 sss222 e sss444 58,3095 642,8616

h7 sss222 e sss555 120,0000 800,0000

h8 sss333 e sss444 60,8276 659,9183

h9 sss333 e sss555 85,4400 778,8211

h10 sss444 e sss555 76,1577 745,0560
Fonte: o autor.

Após a obtenção obtermos os valores de semivariâncias, utilizando a equação (5.5) e

substituindo os valores, temos o seguinte sistema matricial (10.12).
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

0 415,53 491,35 402,99 790,55 1

415,53 0 581,25 642,86 800 1

491,35 581,25 0 659,92 778,82 1

402,99 642,86 659,92 0 745,06 1

790,55 800,00 778,82 745,06 0 1

1 1 1 1 1 0



−1

·



γ̄(sss111,B)

γ̄(sss222,B)

γ̄(sss333,B)

γ̄(sss444,B)

γ̄(sss555,B)

1



=



λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

µ



(10.12)

Observe que tem-se a necessidade de se obter a semivariância média entre os pontos

sssiii e o bloco retangular B. Abaixo se apresenta de forma detalhada a utilização dos resultados

apresentados em 9 que cria a possibilidade de se obter a média espacial do fenômeno.

10.2.1 Semivariância média entre s1 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss111 e o bloco B pode-se utilizar a

equação (9.6), a equação possui a complexidade de se utilizar vários termos, sendo assim, a

utilização do aplicativo apresentado na seção 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto

sss111 é vértice de quatro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-

blocos, como se apresenta na Figura 10.5.
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Figura 10.5 – Divisão do bloco e a amostra sss111

sss111

50m 10m

23m

7m

B1

B2

B3

B4

Fonte: o autor.

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

γ̄(sss111,B) =
50 ·23 · γ̄(sss111,B1)+50 ·7 · γ̄(sss111,B2)+10 ·23 · γ̄(sss111,B3)+10 ·7 · γ̄(sss111,B4)

60 ·30

γ̄(sss111,B) =
50 ·23 ·391,8145+50 ·7 ·357,3359+10 ·23 ·237,5121+10 ·7 ·168,7961

60 ·30

Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando

o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilização de

tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões genéricas. Tem-se então que a

semivariância entre o ponto sss111 e o bloco B apresentada na equação (10.13).

γ̄(sss111,B) = 356,7190 (10.13)
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10.2.2 Semivariância média entre s2 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss222 e o bloco B pode-se utilizar a

equação (9.6), a equação possui a complexidade de se utilizar vários termos, sendo assim, a

utilização do aplicativo apresentado na seção 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto

sss222 é vértice de quatro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-

blocos, como se apresenta na Figura 10.6. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco está fora

do bloco em análise, sendo assim, ele será subtraído no cálculo da semivariância média entre o

ponto e o bloco.

Figura 10.6 – Divisão do bloco e a amostra sss222

sss222

60m 20m

15m

15m B1

B2

B′
3

B′
4

Fonte: o autor.

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

γ̄(sss222,B) =
80 ·15 · γ̄(sss222,B1)+80 ·15 · γ̄(sss222,B2)−20 ·15 · γ̄(sss222,B′

3)−20 ·15 · γ̄(sss222,B′
4)

60 ·30

γ̄(sss222,B) =
80 ·15 ·489,3349+80 ·15 ·489,3349−20 ·15 ·240,2517−20 ·15 ·240,2517

60 ·30
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Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando

o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilização de

tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões genéricas. Tem-se então que a

semivariância entre o ponto sss222 e o bloco B apresentada na equação (10.14).

γ̄(sss222,B) = 572,3628 (10.14)

10.2.3 Semivariância média entre s3 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss333 e o bloco B pode-se utilizar a

equação (9.6), a equação possui a complexidade de se utilizar vários termos, sendo assim, a

utilização do aplicativo apresentado na seção 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto

sss333 é vértice de quatro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-

blocos, como se apresenta na Figura 10.7. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco está fora

do bloco em análise, sendo assim, ele será subtraído no cálculo da semivariância média entre o

ponto e o bloco.

Figura 10.7 – Divisão do bloco e a amostra sss333

sss333

20m40m

30m

15m B′
1

B2

B′
3

B4

Fonte: o autor.

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.
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γ̄(sss333,B) =
−40 ·15 · γ̄(sss333,B′

1)+40 ·45 · γ̄(sss333,B2)−20 ·15 · γ̄(sss333,B′
3)+20 ·45 · γ̄(sss333,B4)

60 ·30

γ̄(sss333,B)=
−40 ·15 ·328,3077+40 ·45 ·424,8607−20 ·15 ·240,251,6840+20 ·45 ·363,0539

60 ·30

Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando

o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilização de

tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões genéricas. Tem-se então que a

semivariância entre o ponto sss333 e o bloco B apresentada na equação (10.15).

γ̄(sss333,B) = 456,9099 (10.15)

10.2.4 Semivariância média entre s4 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss444 e o bloco B pode-se utilizar a

equação (9.6), a equação possui a complexidade de se utilizar vários termos, sendo assim, a

utilização do aplicativo apresentado na seção 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto

sss444 é vértice de quatro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-

blocos, como se apresenta na Figura 10.8. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco está fora

do bloco em análise, sendo assim, ele será subtraído no cálculo da semivariância média entre o

ponto e o bloco.
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Figura 10.8 – Divisão do bloco e a amostra sss444

sss444

30m 30m

30m

15m

B1

B′
2

B3

B′
4

Fonte: o autor.

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

γ̄(sss444,B) =
30 ·45 · γ̄(sss444,B1)−30 ·15 · γ̄(sss444,B′

2)+30 ·45 · γ̄(sss444,B3)−30 ·15 · γ̄(sss444,B′
4)

60 ·30

γ̄(sss444,B) =
30 ·45 ·392,4565−30 ·15 ·283,8113+30 ·45 ·392,4565−30 ·15 ·283,8113

60 ·30

Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando

o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilização de

tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões genéricas. Tem-se então que a

semivariância entre o ponto sss444 e o bloco B apresentada na equação (10.16).

γ̄(sss444,B) = 446,7791 (10.16)
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10.2.5 Semivariância média entre s5 e o bloco B

Para se obter a semivariância média entre o ponto sss555 e o bloco B pode-se utilizar a

equação (9.6), a equação possui a complexidade de se utilizar vários termos, sendo assim, a

utilização do aplicativo apresentado na seção 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto

sss555 é vértice de quatro retângulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-

blocos, como se apresenta na Figura 10.9. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco está fora

do bloco em análise, sendo assim, ele será subtraído no cálculo da semivariância média entre o

ponto e o bloco.

Figura 10.9 – Divisão do bloco e a amostra sss555

sss555

60m40m

15m

15m

B′
1

B′
2

B3

B4

Fonte: o autor.

A semivariância média pode ser obtida pela média ponderada das semivariâncias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

γ̄(sss555,B) =
−40 ·15 · γ̄(sss555,B′

1)−40 ·15 · γ̄(sss555,B′
2)+100 ·15 · γ̄(sss555,B3)+100 ·15 · γ̄(sss555,B4)

60 ·30

γ̄(sss555,B) =
−40 ·15 ·328,3077−40 ·15 ·328,3077−30

60 ·30
+
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+
100 ·15 ·548,9712+100 ·15 ·548,9712

60 ·30

Os valores da semivariância entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando

o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilização de

tabelas auxiliares ou mesmo a conversão das regiões em regiões genéricas. Tem-se então que a

semivariância entre o ponto sss555 e o bloco B apresentada na equação (10.17).

γ̄(sss555,B) = 696,0802 (10.17)

10.2.6 Valor médio da variável aleatória no bloco B para o exemplo 2

Assim, como temos que a semivariância média do modelo esférico. Conhecendo o esti-

mador da semivariância média para este fenômenos, podemos então construir o vetor de semi-

variâncias médias entre os pontos e o bloco B, conforme da equação 10.18.



0 415,53 491,35 402,99 790,55 1

415,53 0 581,25 642,86 800 1

491,35 581,25 0 659,92 778,82 1

402,99 642,86 659,92 0 745,06 1

790,55 800,00 778,82 745,06 0 1

1 1 1 1 1 0



−1

·



356,7190

572,3628

456,9099

446,7791

696,0802

1



=



λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

µ



(10.18)

A solução desse sistema não será apresentada por se julgar um conhecimento prévio que

o usuário deve possuir, tem-se então a solução na equação (10.19).
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

λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

µ



=



0,3460

0,0233

0,2693

0,2340

0,1273

19,7527



(10.19)

Relembrando a equação da krigagem de blocos descrita na equação (9.1) e apresentada

abaixo novamente pela equação (10.20).

ˆ̄Z (B) =
N

∑
i=1

λi · z(sssiii) (10.20)

em que N é o número de valores coletados z(sssiii) e λi são os pesos associados a cada

valor. Assim podemos solucionar e obter o valor médio da variável aleatória no bloco B, temos

os valores coletados e os parâmetros λi, para esse caso, ao expandir a equação (10.20) temos a

equação (10.21).

ˆ̄Z (B) = λ1 · z(sss111)+λ2 · z(sss222)+λ3 · z(sss333)+λ4 · z(sss444)+λ5 · z(sss555) (10.21)

Substituindo os valores das amostradas coletadas e os valores dos pesos de krigagem da

equação (10.19), temos a resolução apresentada pela equação (10.22).

ˆ̄Z (B) = 0,3460 ·400+0,0233 ·380+0,2693 ·450+0,2340 ·280+0,1273 ·320 (10.22)

Sendo assim, temos que para a variável aleatória desse fenômeno no bloco retangular B,

a média espacial da variável aleatória é apresentada na equação (10.23).
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ˆ̄Z (B) = 374,695 ppm (10.23)

Ressalta-se que esse resultado é diferente de uma média convencional, a média apre-

sentada na equação (10.23) é obtida por um estimador ótimo, considerando a espacialidade do

fenômeno.

A apresentação dos dois exemplos descritos em 10.1 e 10.2 fortalecem ao leitor como

utilizar as equações e o aplicativo apresentado na Seção 9. Além disso, têm-se duas situações

distintas: o primeiro exemplo com pontos dentro do bloco e o segundo exemplo com pontos

também fora do bloco. Com o conhecimento dos exemplos é possível aplicar em qualquer bloco

retangular para qualquer modelo, uma vez que o aplicativo apresentado no item 9.4 possibilita

determinar a semivariância média para modelos antes não possíveis. Esse conhecimento auxilia

pesquisadores na utilização da krigagem de blocos para se obter médias espaciais.
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11 CONCLUSÃO

Por este trabalho é possível compreender a krigagem de blocos e a construção da semi-

variância média entre um ponto e uma região. Assim, pode-se construir a semivariância média

para qualquer modelo em qualquer região. Neste foi apresentado essa construção para regiões

retangulares.

Mesmo em face da atual possibilidade da solução numérica das integrais, visto a faci-

lidade do uso computacional, as expressões analíticas (algébricas) continuam tendo seu valor,

pois é uma solução exata, geral e independente de métodos numéricos adotados. A precisão das

resoluções analíticas dão a grande confiança no trabalho desenvolvido.

Construir os semivariogramas médios linear, esférico, pentaesférico, cúbico, exponen-

cial e gaussiano se caracteriza um avanço nos métodos da krigagem de blocos. Este trabalho

ainda apresenta uma maneira simples para pesquisadores utilizarem os resultados obtidos em

um aplicativo desenvolvido em Shiny App, possibilitando a inserção para qualquer um dos mo-

delos obtidos e qualquer dimensão de retângulo de um bloco.

Apesar da krigagem de blocos ter sua origem na mineração, em outras áreas pode-se ob-

ter informações preciosas utilizando a técnica no auxílio de tomadas de decisões. Por exemplo,

o preenchimento de falhas em imagens de satélites, o cálculo de um valor médio espacial sem

viés, entre outras. Deve-se ressaltar que muito provavelmente nas Ciências Agrárias existirá um

mundo considerável na aplicação desta krigagem para médias imprecisas.

Os resultados apresentados caracterizam uma apresentação clara de todo processo reali-

zado na krigagem de blocos e uma evolução da construção da semivariância média em relação

a autores de outras épocas. Os resultados e a aplicação desenvolvida facilita a utilização da

técnica da krigagem de blocos para a obtenção da média espacial de fenômenos. Os exem-

plos práticos abordados criam uma base de resolução que é fundamental para pesquisadores em

estudos iniciais sobre krigagem de blocos.

Em trabalhos futuros está o desenvolvimento de um aplicativo que possibilita todo o

processo da krigagem de blocos, desde a inserção do banco de dados até o valor final da média

espacial, implementado utilizando Shiny App.
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APÊNDICES

APÊNDICE A – SEMIVARIOGRAMA MÉDIO PARA O MODELO EXPONENCIAL

O modelo exponencial é apresentado de acordo com a equação (1):

γ̂(h) =



0, para h = 0

C0 +C1 ·

1− e
−

(
h
a

) , para 0 < h < a

C0 +C1, para h ⩾ a

(1)

Temos então que a semivariância média entre um ponto e um bloco retangular ocorre

pela equação (2):

γ̄(sss,B) =
1

P ·Q
·
∫ P

0

π ·h
2

· γ(h) dh+

+
1

P ·Q
·
∫ Q

P

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h
]
· γ(h) dh+

1
P ·Q

·
∫ √

P2+Q2

Q

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h−arccos

(
Q
h

)
·h
]
· γ(h) dh (2)

Ao aplicar o semivariograma do modelo exponencial na equação da semivariância mé-

dia, a semivariância média de um ponto e um bloco retangular será a resolução da equação

(3).

γ̄(sss,B) =C0 +
C1

P ·Q
·
∫ P

0

π ·h
2

·

1− e
−

(
h
a

) dh+

+
C1

P ·Q
·
∫ Q

P

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h
]
·

1− e
−

(
h
a

) dh+
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+
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
π ·h

2
−arccos

(
P
h

)
·h−arccos

(
Q
h

)
·h
]
·

1− e
−

(
h
a

) dh (3)

Desmembrando as integrais, a solução se divide em seis partes, que ao solucionar todas

elas, a soma dos resultados será a semivariância média entre um ponto e um bloco retangular

para um modelo exponencial, descrito na equação (4)

γ̄(sss,B) =C0 +
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0

π ·h
2

dh+

+
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0

π ·h
2

·

e
−

(
h
a

) dh+

+
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

P

[
−arccos

(
P
h

)
h
]

dh+

+
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

P

[
arccos

(
P
h

)
·h
]
·

e
−

(
h
a

) dh+

+
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
−arccos

(
Q
h

)
·h
]

dh+

+
C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
arccos

(
Q
h

)
·h
]
·

e
−

(
h
a

) dh (4)

Solucionando cada uma das partes da equação (4) separadamente, a primeira parte:

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0

π ·h
2

dh

A constante
π

2
pode ser colocada para fora da integral:

π ·C1

2 ·P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0
h dh
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A integral de h é dada por:

∫
hdh =

h2

2

Aplicando esse resultado na integral:

π ·C1

2 ·P ·Q
·
[

h2

2

]∣∣∣√P2+Q2

0

Substituímos os limites 0 e
√

P2 +Q2:

π ·C1

2 ·P ·Q
·

(
(
√

P2 +Q2)2

2
− 02

2

)

π ·C1

2 ·P ·Q
·
(

P2 +Q2

2

)

π ·C1

2 ·P ·Q
· P2 +Q2

2

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0

π ·h
2

dh =
π ·C1 · (P2 +Q2)

4 ·P ·Q

Solucionando a segunda parte:

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0

π ·h
2

·

e
−

(
h
a

) dh

Podemos colocar as constantes C1π

2·P·Q para fora da integral:

C1π

2 ·P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

0
h · e

−
h
a dh

A integral do tipo:

∫
h · e−b·x dx

possui a solução conhecida:
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∫
x · e−b·x dx =

e−b·x(−b · x−1)
b2

onde, no nosso caso, x = h e b =
1
a

, ou seja:

∫
h · e

−
h
a dh = a2 ·

1− e
−

h
a ·
(

h
a
+1
)

Aplicamos os limites de integração h = 0 a h =
√

P2 +Q2:

C1 ·π
2 ·P ·Q

·a2 ·

1− e
−

√
P2 +Q2

a ·

(√
P2 +Q2

a
+1

)

C1

P ·Q

∫ √
P2+Q2

0

π ·h
2

·

e
−

(
h
a

) dh =
C1 ·π ·a2

2 ·P ·Q

1− e
−

√
P2 +Q2

a ·

(√
P2 +Q2

a
+1

)
Solucionando a terceira parte

C1

P ·Q

∫ √
P2+Q2

P

[
−arccos

(
P
h

)
·h
]

dh

Para resolver a integral:

∫
h · arccos

(
P
h

)
dh

usamos a técnica de integração por partes, cuja fórmula geral é:

∫
udv = u · v−

∫
vdu

Escolhemos:

- u = arccos
(P

h

)
, então du = −1√

h2−P2 ·
P
h2 dh - dv = hdh, então v = h2

2

Aplicamos a fórmula:

∫
h · arccos

(
P
h

)
dh =

h2

2
· arccos

(
P
h

)
−
∫ h2

2
· −P

h2 ·
√

h2 −P2
dh
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=
h2

2
· arccos

(
P
h

)
+

P
2
·
∫ dh√

h2 −P2

A integral:

∫ dh√
h2 −P2

é uma integral conhecida, cujo resultado é:

ln
(

h+
√

h2 −P2
)

Portanto:

P
2
· ln
(

h+
√

h2 −P2
)

Substituímos os limites h = P e h =
√

P2 +Q2 na expressão final:

I =− C1

P ·Q
·
[

h2

2
arccos

(
P
h

)
+

P
2
· ln
(

h+
√

h2 −P2
)]√P2+Q2

P

Para h =
√

P2 +Q2:

h2

2
· arccos

(
P
h

)
=

(P2 +Q2)

2
· arccos

(
P√

P2 +Q2

)

P
2
· ln
(√

P2 +Q2 +
√

(P2 +Q2)−P2
)

Para h = P:

h2

2
· arccos

(
P
h

)
=

P2

2
· arccos(1) = 0

P
2
· ln
(

P+
√

P2 −P2
)
=

P
2
· lnP

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

P

[
−arccos

(
P
h

)
·h
]

dh =
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=− C1

P ·Q
·

[
(P2 +Q2)

2
· arccos

(
P√

P2 +Q2

)
+

P
2
· ln

(√
P2 +Q2 +Q

P

)]

Solucionando a quarta parte

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

P

[
arccos

(
P
h

)
h
]
·

e
−

(
h
a

) dh

Para este ponto é necessário realizar uma aproximação da integral, uma vez que ela não

possui solução analítica.

e
−

(
h
a

)
=

∞

∑
m=0

(−1)m

m!
·
(

h
a

)m

Em vez de deixá-la infinita. escolhemos trucar no índice m = M, resultando num poli-

nômio de grau M.

e
−

(
h
a

)
=

M

∑
m=0

(−1)m

m!
·
(

h
a

)m

= EM(h)

Quanto maior M, melhor a aproximação.

Se tomarmos R =
√

P2 +Q2, trocando a soma e a integral, temos:

∫ R

P
arccos

(
P
h

)
·hm+1 dh

Sendo assim, a aproximação acontece por:

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

P

[
arccos

(
P
h

)
·h
]
·

e
−

(
h
a

) dh =

C1

P ·Q

M

∑
m=0

(−1)m

m!a2m ·
∫ √

P2+Q2

P
arccos

(
P
h

)
·hm+1 dh

Solucionando a quinta parte

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
−arccos

(
Q
h

)
·h
]

dh
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Para resolver a integral:

∫
h · arccos

(
Q
h

)
dh

usamos a técnica de integração por partes, cuja fórmula geral é:

∫
udv = u · v−

∫
vdu

Escolhemos:

- u = arccos
(

Q
h

)
, então du = −1√

h2−Q2
· Q

h2 dh - dv = hdh, então v = h2

2

Aplicamos a fórmula:

∫
h · arccos

(
Q
h

)
dh =

h2

2
· arccos

(
Q
h

)
−
∫ h2

2
· −Q

h2
√

h2 −Q2
dh

=
h2

2
· arccos

(
Q
h

)
+

Q
2
·
∫ dh√

h2 −P2

A integral:

∫ dh√
h2 −Q2

é uma integral conhecida, cujo resultado é:

ln
(

h+
√

h2 −Q2
)

Portanto:

Q
2
· ln
(

h+
√

h2 −P2
)

Substituímos os limites h = Q e h =
√

P2 +Q2 na expressão final:

I =− C1

P ·Q
·
[

h2

2
· arccos

(
Q
h

)
+

Q
2

ln
(

h+
√

h2 −P2
)]√P2+Q2

Q

Para h =
√

P2 +Q2:

h2

2
arccos

(
Q
h

)
=

(P2 +Q2)

2
arccos

(
Q√

P2 +Q2

)
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Q
2
· ln
(√

P2 +Q2 +
√

(P2 +Q2)−Q2
)

Para h = Q:

h2

2
· arccos

(
Q
h

)
=

Q2

2
· arccos(1) = 0

Q
2
· ln
(

Q+
√

Q2 −Q2
)
=

Q
2
· lnQ

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

P

[
−arccos

(
Q
h

)
·h
]

dh =

=− C1

P ·Q

[
(P2 +Q2)

2
· arccos

(
Q√

P2 +Q2

)
+

Q
2
· ln

(√
P2 +Q2 +P

Q

)]

Solucionando a sexta parte

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
arccos

(
Q
h

)
·h
]e

−

(
h
a

) dh

Para este ponto é necessário realizar uma aproximação da integral, uma vez que ela não

possui solução analítica.

e
−

(
h
a

)
=

∞

∑
m=0

(−1)m

m!
·
(

h
a

)m

Em vez de deixá-la infinita. escolhemos trucar no índice m = M, resultando num poli-

nômio de grau M.

e
−

(
h
a

)
=

M

∑
m=0

(−1)m

m!
·
(

h
a

)m

= EM(h)

Quanto maior M, melhor a aproximação.

Se tomarmos R =
√

P2 +Q2, trocando a soma e a integral, temos:
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∫ R

Q
arccos

(
Q
h

)
·hm+1 dh

Sendo assim, a aproximação acontece por:

C1

P ·Q
·
∫ √

P2+Q2

Q

[
arccos

(
Q
h

)
·h
]
·

e
−

(
h
a

) dh =

C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

Q
arccos

(
Q
h

)
·hm+1 dh

Com todas as partes solucionadas, a soma de cada uma delas será o resultado da semi-

variância média entre um ponto e um bloco retangular para o modelo exponencial, apresentado

na equação (5).

γ̄(sss,B)Exp =C0 +C1 +
π ·C1

4 ·P ·Q
·

P2 +Q2

2
−a2 +

(
a2 +a

√
P2 +Q2

)
· e

−

√
P2 +Q2

a

+

−
π ·
(
P2 +Q2)

4 ·P ·Q
+

+
C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

P
arccos

(
P
h

)
·hm+1dh+

+
C1

P ·Q
·

M

∑
m=0

(−1)m

m! ·a2·m ·
∫ √

P2+Q2

Q
arccos

(
Q
h

)
·hm+1dh (5)

APÊNDICE B – TABELA DE SEMIVARIÂNCIA OBTIDA POR CLARK (1979)

A figura 1 apresenta extraído diretamente do texto de Clark (1979) a tabela de semivari-

ância média entre um ponto e um bloco retangular para o modelo esférico, é peça fundamental

para a comparação com o resultado apresentado na tabela 9.2.
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Figura 1 – Tabela de semivariância obtida por Clark (1979)

Fonte: Clark (1979)

Essa tabela representa o único modelo obtido por Clark (1979) e pode ser encontrada na

página 52 do seu livro.

APÊNDICE C – RESULTADOS DE SEMIVARIÂNCIA MÉDIA ENTRE OS PONTOS E

O BLOCO PARA O EXEMPLO 1 DO ITEM 10.1

As figuras 2, 3, 4 e 5 apresentam a semivariância média entre o ponto sss111 e os sub-blocos

Bi dentro do bloco B. Esses valores são utilizados para na seção 10.1 para se obter o resultado

apresentado na equação (10.3).
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Figura 2 – Semivariância média entre o ponto sss111 e o sub-bloco B1

Fonte: o autor.

Figura 3 – Semivariância média entre o ponto sss111 e o sub-bloco B2

Fonte: o autor.
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Figura 4 – Semivariância média entre o ponto sss111 e o sub-bloco B3

Fonte: o autor.

Figura 5 – Semivariância média entre o ponto sss111 e o sub-bloco B4

Fonte: o autor.

As figuras 6, 7, 8 e 9 apresentam a semivariância média entre o ponto sss222 e os sub-blocos

Bi dentro do bloco B. Esses valores são utilizados para na seção 10.1 para se obter o resultado

apresentado na equação (10.4).
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Figura 6 – Semivariância média entre o ponto sss222 e o sub-bloco B1

Fonte: o autor.

Figura 7 – Semivariância média entre o ponto sss222 e o sub-bloco B2

Fonte: o autor.



117

Figura 8 – Semivariância média entre o ponto sss222 e o sub-bloco B3

Fonte: o autor.

Figura 9 – Semivariância média entre o ponto sss222 e o sub-bloco B4

Fonte: o autor.
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