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RESUMO

Em vérias dreas da ciéncias, tais como bioldgicas, ambientais, epidemioldgicas, agropecudrias,
entre outras possuem dados com variagdes no espaco. Grande parte dos estudos, mensuram-se
somente as variacoes utilizando métodos estatisticos que ndo consideram as interagdes existen-
tes entre as dimensdes do espaco. Ao abordar a espacialidade em dados continuos tem-se a
existéncia da Geoestatistica, que com o uso do semivariograma € capaz de detectar a depen-
déncia espacial com a utilizagdo do semivariograma. Comumente, a Geoestatistica utiliza-se de
um preditor pontual, sdo os casos tipicos da sua utilizacdo. Neste trabalho € tratado um sistema
de predicdo para a média da varidvel aleatéria do fendmeno para uma regido retangular em um
sistema bidimensional, denominado krigagem de blocos. A principal complexidade desta téc-
nica € a modelagem da semivariancia média entre os pontos € o bloco retangular em anélise.
Atualmente existem apenas métodos numéricos para se obter esse valor e limitado a fendmenos
do modelo esférico. Assim, contendo erros de aproximacgao e limitacdo a diversos fendmenos.
Apresenta-se entdo a construg¢do analitica dos semivariogramas médios utilizados para a kri-
gagem de blocos em regides retangulares, considerando modelos usuais de semivariogramas.
Assim cria-se a possibilidade de se aplicar a técnica em diversas situacdes praticas antes nao
possiveis. Toda a técnica para se construir os semivariogramas médios de maneira analitica é
apresentada e posteriormente aplicada em um aplicativo desenvolvido em Shiny App, com in-
tuito de facilitar ao usudrio final a aplicacdo da técnica. O avanco da krigagem de blocos pode
solucionar problemas de predi¢cao de média para diversos fendmenos, como produg¢do agricola,
quantitativos de blocos de mineragdo ou qualquer outra necessidade de se obter valores médios

da varidvel aleatdria, considerando a espacialidade do fendmeno.

Palavras-chave: krigagem de blocos; semivariancia média; média espacial.



ABSTRACT

In several areas of science, such as biological, environmental, epidemiological, agricultural sci-
ences, among others, data often exhibit spatial variations. In most studies, only the variations
are measured using statistical methods that do not take into account the existing interactions
between the dimensions of space. When addressing spatiality in continuous data, geostatistics
emerges, which, through the use of the semivariogram, is capable of detecting spatial depen-
dence. Commonly, geostatistics is used with a point predictor, which is the typical case of its
application. This work addresses a prediction system for the mean of the random variable of the
phenomenon over a rectangular region in a two-dimensional system, known as block kriging.
The main complexity of this technique lies in modeling the average semivariance between the
points and the rectangular block under analysis. Currently, there are only numerical methods
available to obtain this value, and they are limited to phenomena following the spherical model.
Thus, they present approximation errors and limitations for various types of phenomena. This
study presents the analytical construction of the average semivariograms used for block kriging
in rectangular regions, considering commonly used semivariogram models. This enables the
application of the technique to various practical situations that were previously not possible.
The entire method for analytically constructing the average semivariograms is presented and
subsequently implemented in a Shiny App, aiming to facilitate the application of the technique
by end users. The advancement of block kriging may solve problems related to mean predic-
tion for various phenomena, such as agricultural production, mining block estimation, or any
other need to obtain average values of a random variable while considering the spatiality of the

phenomenon.

Keywords: block kriging; average semivariograms; space averages.édios



INDICADORES DE IMPACTO

O estudo apresenta uma abordagem voltada a construcao analitica de semivariancias médias
prara krigagem de blocos e suas aplicagdes. A metodologia permite a utilizacdo da técnica
para qualquer regido e qualquer modelo de semivariincia. A interface grafica possibilita o uso
por pessoas com diferentes niveis de conhecimento ténico, sem exigir dominio tedrico de alta
complexidade. Embora ja existirem técnicas, todas previstas na literatura sdo obtidas de forma
numérica, o que possibilita erros e limita¢des, o que os resultados apresenados neste trabalho,
por serem analiticos e para diversos modelos, retira esse erro computacional existente em outros
trabalhos. A automacao torna o processo mais acessivel, podendo reduzir custos operacionais
e minimizar erros da validacdo manual, promovendo resultados mais eficientes, confidveis e

escalaveis.



IMPACT INDICATORS

The study introduces an approach centered on the analytical construction of average semiva-
riances for block kriging and its applications. The methodology enables the technique to be
applied to any region and any semivariance model. A graphical interface allows users with
varying levels of technical expertise to operate the tool without needing deep theoretical kno-
wledge. Although existing techniques are available, those reported in the literature are derived
numerically, which can introduce errors and limitations. Because the results presented here
are analytical and cover multiple models, they eliminate the computational inaccuracies found
in previous work. Automation further makes the process more accessible, potentially lowe-
ring operational costs and minimizing mistakes in manual validation, thereby delivering more

efficient, reliable, and scalable outcomes.
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1 INTRODUCAO

A variabilidade de fendmenos espaciais, especialmente no solo, tem sido uma preocu-
pacdo ha muito tempo para pesquisadores nas Ciéncias Agrdrias. Por exemplo, Smith (1907)
estudou a disposi¢do de parcelas em um campo de milho, em um experimento de rendimento,
tentando eliminar os efeitos da variacdo do solo. J4 Montgomery (1913) estudou o efeito do ni-
trogé€nio no rendimento de trigo. Estes sdo exemplos da importancia de estudar a variabilidade
espacial.

Com isso, surge a estatistica espacial, ramo da estatistica que € focado em anélises de
dados espaciais. Dados espaciais sdo aqueles que possuem uma componente geografica, ou seja,
sdo relacionados a um lugar ou regido especifica no espago. A estatistica espacial € utilizada
em diversas dreas, incluindo ciéncias ambientais, ciéncias agrarias, ciéncias da sadde e ciéncia
dos dados. Ela permite a andlise de dados espaciais de maneira mais eficiente, possibilitando
a identificagdo de padrdes e tendéncias espaciais, a predicao de resultados futuros e a tomada
de decisdes baseadas em informacdes espaciais. A estatistica espacial € uma ferramenta valiosa
para entender e responder a questdes complexas relacionadas fendmenos espaciais.

Um dos primeiros a observar de maneira profunda a necessidade de se explorar os da-
dos com uma anélise espacial foi Daniel Krige (1951). Enquanto trabalhava nas minas de ouro
da Africa do Sul, percebeu que nio havia o entendimento do fendmeno se nio considerasse a
distancia entre as amostras, ou seja, se ndo considerasse a varia¢do espacial. Posteriormente,
os estudos de Georges Matheron (1971) desenvolveram os conceitos basicos da Geoestatistica,
ferramenta utilizada para a predicdo de fendmenos continuos no espaco por meio de um inter-
polador préprio denominado krigagem, nome dado em homenagem a Daniel Krige.

Um preditor de uma varidvel em um ponto no espaco, chamado krigagem pontual, é
a ideia mais difundida sobre a Geoestatistica. Este tipo de krigagem € muito utilizado, pois,
com diversos pontos em uma determinada drea, € possivel obter um sistema de mapeamento
daquela varidvel. Outra ferramenta da Geoestatistica € a krigagem de blocos, menos utilizada
em comparagao ao método de predi¢cdao pontual, mas que possui grande valor, em que o sistema
de mapeamento ndo € o fundamental e sim valores totais da varidvel na regido.

A krigagem de blocos é uma técnica utilizada para estimar valores médios da varidvel
aleatdria de um fendomeno em regides especificas. No entanto, um dos principais fatores que

contribui para a pouca difusdo da técnica € sua complexidade na obten¢do dos pesos de kriga-
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gem. Ao contrdrio da krigagem pontual, que utiliza apenas a semivariancia entre os pontos, a
krigagem de blocos também leva em consideracdo a semivaridncia média entre os pontos e a
regido, o que a torna mais complexa.

O principal objetivo deste trabalho € a constru¢cdo do método analitico para se obter a
semivariancia média entre um ponto e um bloco para modelos de semivariogramas cuibicos, ex-
ponencial e gaussiano. Posteriormente, com os resultados obtidos, apresentar a implementagao
em linguagem R de um aplicativo construido em Shiny App, com intuito de facilitar a utilizagao
dos resultados analiticos obtidos. A apresentacdo das semivariancias médias para esses mode-
los € um complemento e avango em relacdo a resultados apresentados por outros autores como
Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976) e uma continuagdo do trabalho iniciado em Sousa
(2020) que, junto da implementacdo em um aplicativo, se solidifica a modelagem da semivari-
ancia média entre um ponto e um bloco retangular para os principais modelos da literatura. Ao
final, apresentar a utilizagdo das técnicas em exemplos reais, com intuito de fortalecer ao leitor
como sao implementados os resultados apresentados.

Com a realizacdo dos objetivos € possivel construir semivariogramas médios para re-
gides retangulares de qualquer valor de lados, diferentes dos principais autores. Também € pos-
sivel definir o caminho de cdlculo a ser trabalhado para qualquer modelo de semivariograma,
visto que nesta tese, se apresenta o raciocinio, as equagdes, os métodos e exemplos praticos

para essa realizacdo.
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2 ESTATISTICA ESPACIAL

A drea da Estatistica que integra informacdes espaciais a andlise de dados é conhecida
como Estatistica Espacial, cujo desenvolvimento passou a ter maior expressao durante a se-
gunda metade do século XX (Diggle, 2013). De acordo com Andrade et al. (2007), a estatistica
espacial € o ramo da estatistica que permite analisar a localizac¢do espacial dos fendmenos e, ao
identificar, localizar e visualizar a manifestagao da varidvel, é possivel modelar sua ocorréncia
por meio dessas técnicas, incorporando ao modelo fatores determinantes, como a estrutura de
distribui¢do espacial, gerando a possibilidade de identificar ou ndo padrdes espaciais do fend-
meno.

De acordo com Almeida (2012), os dados espaciais possuem duas caracteristicas impor-
tantes: a primeira, referente ao valor observado ou medido; e a segunda, de natureza espacial,
que fornece a coordenada da posicao dos dados, transparecendo como estiao arranjados no es-
paco. Dessa forma, os dados espaciais, além de possuirem o valor da variavel, sofrem a influén-
cia de sua posi¢do na regido em analise e, como refor¢a Scalon (2024) o que difere a Estatistica
Espacial € o uso explicito dessas localizacdes.

Assim como numa andlise estatistica, Bailey, Gatrell et al. (1995) abordam que uma
andlise espacial inclui métodos de visualizacio e descricdo dos dados, investigacdo do padrdo
espacial, escolha de um modelo estatistico e a estimagdo dos pardmetros do modelo. Comple-
mentando com a abordagem de Cressie (1993b), podemos compreender a Estatistica Espacial
como um conjunto de métodos, conceitos e técnicas que considera, explicitamente, as coorde-
nadas espaciais, como a longitude e latitude, que s@o relevantes para a andlise, podendo assim
ser modelada como um processo estocdstico espacial.

Cressie (1993b) define o processo estocdstico espacial como a equagdo 2.1:

{Z(s):sEACRd} 2.1)

em que Z (s) representa uma colegdo de varidveis aleatérias indexadas por um conjunto s € A

correspondente i coordenadas no espago R? com dimensio d, sendo d € 7 .
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Cressie (1993b) apresenta a defini¢do cldssica da Estatistica Espacial em trés grandes
dreas, denominadas Processos Pontuais (ou Padrdes de Pontos), Dados de Area e Geoestatistica.

O Quadro 2.1 apresenta um breve resumo sobre as varidveis em cada tipo de processo espacial.

Quadro 2.1 — Tipos de indexacgdo e da varidvel em um processo espacial

Processo Espacial | Tipo de Indexacdo | Tipo de Variavel

Processos Pontuais | Continua Continua ou discreta
Dados de Area Discreta Continua ou discreta
Geoestatistica Continua Continua ou discreta

Fonte: Oliveira et al. (2018)

Neste trabalho serdo abordados somente temas relacionados a Geoestatistica, que € o

processo fundamental para o desenvolvimento da pesquisa.
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3 GEOESTATISTICA

A Geoestatistica ¢ uma subdrea da Estatistica Espacial que se concentra na andlise de
dados espaciais. Ela é amplamente utilizada em aplicacOes cientificas e industriais, incluindo
a andlise de dados de sensores remotos, a modelagem de fendmenos geofisicos, a gestdo de
recursos naturais, a avaliacdo de riscos ambientais, entre outros.

A Goestatistica se baseia no uso de métodos estatisticas para modelar e analisar dados
espaciais, incluindo a anélise de autocorrelagdo espacial, a modelagem de campos aleatdrios e
a inversao geofisica. Ela também inclui o uso de ferramentas computacionais para visualizar e
analisar dados espaciais.

Uma das principais caracteristicas da Geoestatistica € a sua capacidade de lidar com a
variabilidade espacial dos dados. A andlise de dados espaciais é complexa devido as interacdes
entre os elementos espaciais, como a influéncia de um elemento sobre outro. A Geoestatistica
fornece uma série de técnicas para lidar com essas interagdes e para modelar a variabilidade
espacial dos dados de maneira eficiente.

Sendo fundamental para a andlise de dados espaciais em uma ampla variedade de apli-
cacoes cientificas e industriais, a Geoestatistica permite a modelagem e andlise eficiente da
variabilidade espacial dos dados, fornecendo uma série de técnicas para lidar com as interacoes
entre os elementos espaciais (Cressie, 1993a). Em diversas dreas do conhecimento sdo estuda-
dos os processos de variagdo espacial e/ou temporal (Cressie, 1990). Muitos desses estudos t€ém
como principio de andlise a utilizacdo da Geoestatistica.

Essa ciéncia surge quando Daniel Krige (1951), trabalhando nas minas de ouro na Africa
do Sul, concluiu ao analisar suas amostras de concentra¢do de material, que as covariancias de
duas amostras estavam relacionadas a distancia entre elas. Assim, comegaram a surgir os pri-
meiros estudos do que mais tarde seria denominado Geoestatistica. Na Franca, George Mathe-
ron (1971) desenvolveu, com base nas andlises de Daniel Krige, a Teoria das Varidveis Regiona-
lizadas. Este termo foi substituido posteriormente por Geoestatistica, mas € de fato um registro
historico, os primeiros conceitos explorados por Daniel Krige e George Matheron.

Ainda segundo Matheron (1971), uma varidvel regionalizada ¢ uma funcdo f(s) do
ponto s, mas também € uma funcdo irregular na qual se tém dois aspectos contraditérios ou

complementares: um aspecto aleatério, cuja irregularidade nao permite prever variacdoes de um
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ponto a outro; e um aspecto estruturado, que reflete as caracteristicas estruturais do fendmeno
regionalizado.

Andlises apresentadas por George Matheron sdo os primeiros métodos que, posteri-
ormente, seriam denominados como sistema de krigagem e tais técnicas foram inicialmente
utilizadas na mineragdo. Daniel Krige foi homenageado por George Matheron com o nome
krigagem, uma vez que ele foi o pioneiro nos estudos na drea. Apds, os conhecimentos desen-
volvidos passaram a ser utilizados em dados relacionados ao ambiente. Segundo Vieira et al.
(2000), nessa fase também foi introduzido o tempo como uma quarta coordenada, adicionada
as trés dimensdes espaciais.

Pode-se enunciar a terceira etapa da Geoestatistica com a sua aplicacdo ao setor petroli-
fero. Com essa gama de aplicacdes, verificou-se o potencial das ferramentas desenvolvidas por
Matheron em diferentes anélises de fenomenos espaciais.

A Geoestatistica teve suas primeiras aplicacdes em mineracao, como tratado por Blais
& Carlier (1968), David (1970), Ugarte (1972), Olea (1975) e Journel & Huijbregts (1976);
depois em hidrologia por Delhomme (1978); ciéncias do solo em Hajrasuliha er al. (1980),
Vauclin et al. (1982) e Vieira, Lombardi & Burrows (1991); em extracao de petréleo por Hohn
(1998); em sensoriamento remoto por Vauclin et al. (1982) e Vieira et al. (1983); em tempos
mais atuais, em aplicagdes para inventarios florestais por Melo (2004); no controle de pragas
em culturas orgénicas por Scalon et al. (2011); na agricultura de precisao por Oliveira, Grego &
Brandao (2015); para auxiliar na avali¢ao de ambiéncia de animais em confinamento por Ferraz
et al. (2017); em trabalhos voltados para o estudo da precipitacdo como em Silvestre, Flores
& NETO (2016) ou mesmo na construgdo civil para andlises de solos por Alves et al. (2024).
A Geoestatistica tem sua evolucdo constante ao longo do século XX e com continuidade de
aplicacdes no século XXI. Nas se¢Oes posteriores sao apresentados conceitos fundamentais da
Geoestatistica, como o processo da localizacdo das amostras e do fendmeno e as pressuposi¢oes

necessdrias para sua utilizacao.

3.1 Dependéncia espacial

Uma caracteristica especifica de alguns fendmenos € a dependéncia espacial. De acordo

com Matheron (1971) e Cressie (1988), dada uma varidvel aleatdria indexada pela posi¢cdo
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espacial Z (), o modelo estocastico pode ser modelado em trés principais componentes, como

apresentado na equacdo (3.1).

Z(s) = (s)+€'(s)+£"(s) (3.1)

em que u(s) é uma fungdo que representa a variagdo de larga escala, ou a tendéncia espacial,

€’(s) é uma fungdo estocdstica que representa a variagdo local espacialmente correlacionada
i , , ~ . . . o~

€"(s) é a representa o erro (ruido) ndo correlacionado, em geral, com distribui¢do normal com

média zero e variancia constante. O fendmeno € o conjunto de todos os valores possiveis da

varidvel de interesse, que define a distribui¢do e variabilidade espaciais dessa varidvel em um

dominio.

3.1.1 Campo aleatério

Matheron (1971) apresenta a Teoria das Varidveis Regionalizadas como uma funcao
espacial numérica que apresenta variacdes de um ponto a outro no espaco, distribuida de forma
continua no espago. Se trata de uma varivel aleatéria que assume valores no espaco R?, que é
d-dimensional, sendo d > 1 e possui valores em cada ponto nesse espago. Cressie (1988) define
a Geoestatistica como um ramo da Estatistica Espacial que estuda a relacdo de uma varidvel
regionalizada com ela mesma em outra posi¢do. Ja Oliveira (2003) apresenta que a localizagdo
ou o suporte geométrico é uma das caracteristicas da varidvel regionalizada e estd diretamente
ligada a estrutura do fendmeno espacial.

Para definir a situacdo em estudo, seja entdo Z(s) uma varidvel aleatéria medida na
localizacido s € R em uma regido A, a Figura 3.1 ilustra um campo aleatério em um espago
em que R?, sendo a representacio visual mais simples de ser exemplificada. Define-se entio o

modelo geoestatistico fundamental conforme a equagao 3.2.



24

Figura 3.1 — Campo aleatério em um plano R?

A CR?

Fonte: o autor.

{Z(s):seACRd} (3.2)

Uma realizag@o da varidvel aleatéria Z (s) s é denotada por {z(s) : s € A}.

De acordo com Oliveira (1991), para casos em que d = 1, t€m-se varia¢cdes unidimensi-
onais, como as utilizadas em estudos de séries temporais; para d = 2, os dados estao localizados
em um plano; para d = 3 no espago tridimensional ou um espago bidimensional com a associa-
cdo do tempo (espago-tempo bidimensional); e para d = 4, consideram-se as variagcdes em um
espaco tridimensional com a associagdo do tempo (espago-tempo tridimensional), a Geoesta-
tisca possui suporte matemdtico para atuar em dimensodes acima se for necessario. Nesta tese, o
subconjunto A serd denominado de regido e estard sempre contido em um plano bidimensional,
ou seja em R?, d = 2. Os pontos s coletados sio vetores de duas coordenadas, passando a ser
destacados neste trabalho como s. Considerando somente uma varidvel Z (s) em cada ponto s,

define-se para toda essa andlise as observagdes sendo {z(s) : s €A C R?}.
3.1.2 Pressuposicoes
Uma vez determinado o espaco de trabalho utilizado pela Geoestatistica, é necessario

compreender pressuposicoes iniciais antes da utilizacdo das técnicas. Vieira et al. (2000) e Sca-

lon (2024) enunciam que podemos definir duas hipdteses de estacionaridade para uma fungdo
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aleatéria Z (s), além da condic@o de isotropia do fendmeno. Nos itens 3.1.2.1,3.1.2.2 ¢ 3.1.2.3
sdo apresentados os detalhes relacionados as pressuposicdes necessdrias para que seja possivel

a utilizagdo da Geoestatistica.

3.1.2.1 Isotropia

Em Geoestatistica, a covariancia demonstra a relacdo entre pontos separados por um
vetor de distdncia h. Uma das pressuposi¢des mais comuns para uma andlise geoestatistica é
que essa medida ndo se modifique para um mesmo vetor h, mas em dire¢des diferentes. Em
outras palavras, a variabilidade é a mesma em todas as direcdes, bastando considerar a distancia
para caracterizar a correlacdo espacial.

Para situacdes em que a covaridncia ndo se modifica em direcdes diferentes, denomi-
namos de isotropia; para uma andlise geoestatistica é considerada a existéncia da isotropia do
fendmeno. Na Figura 3.2 apresentada por Yamamoto & Landim (2015) € possivel observar
e comparar de maneira visual as diferencas entre um fendomeno anisotrépico e um fendmeno

isotrépico.

Figura 3.2 — Fendomeno anisotrépico (a) e fendmeno isotrépico (b)

20 20

(b)
Fonte: Yamamoto & Landim (2015)

(a)

Observe que na Figura 3.2, a Figura (a) € representada a anisotropia com um comporta-
mento distinto em cada dire¢do, mas, a Figura (b) temos um fend6meno isotrépico, que possui
comportamento semelhante em todas as direcdes. Ressalta-se a importancia em destacar que
neste trabalho serdo construidas todas as andlises sob a hipétese de isotropia do fendmeno. De
acordo com Haining (2003), na maioria dos casos, os métodos de andlise para dados espaciais
assumem que a estrutura de covariancia espacial seja isotropica. Assumir isotropia facilita a

constru¢do dos modelos que serdo abordados nas sec¢oes seguintes.
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De acordo com Yamamoto & Landim (2015), para detectar se o fendmeno espacial apre-
senta isotropia ou ndo, a covariancia € calculada para vérias dire¢des. Em fenomenos isotrépi-
cos, ndo se tem a necessidade de considerar a dire¢do do vetor A mas somente a sua distancia £,
que € a distancia entre os pontos.

Ao utilizar a distancia & entre os pontos e um plano bidimensional, ou seja, R?, se temos
um ponto §; que possui coordenadas (x1,y;) e um ponto s que possui coordenadas (x2,y),

existe uma distincia A entre eles que € determinada por:

h= \/(Xl —x2)*+ (i =) (3.3)

em que & € a distancia entre dois pontos, x; € y; as coordenadas do ponto s1 € x € y, as
coordenadas do ponto s;. A defini¢do da distancia i apresentada na equacao (3.3) € a definicdo
classica da distancia euclidiana.

Os conceitos fundamentais para se obter tal resultado podem ser estudos em Bicudo
(2009). Scalon (2024) refor¢a que ao adotar a distancia euclidiana, estamos assumindo que
todas as regides de estudo sdo essencialmente planas. A Figura 3.3 € uma representacdo visual

da equacdo (3.3).

Figura 3.3 — Distancia entre dois pontos em um espaco bidimensional

52
Y2

Y1

X1 X2
Fonte: o autor.

Diante disso, Yamamoto & Landim (2015) e também Vieira et al. (2000) apresentam
a definicao para a covariancia de duas varidveis regionalizadas para pontos separados por uma

distancia & do vetor h, por:
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C(h)=E{[Z(s+h)—pu(s+h)]-[Z(s)—u(s)]} (3.4)

em que C (h) é a covaridncia para uma distancia &, Z (s + h) é a varidvel aleatdria Z (s) acrescido

do vetor h. Uma vez que a distincia & é nula, a covarincia serd igual a variincia de Z (s).
Podemos concluir entdo que um fendmeno € dito isotrépico quando sua covariancia

depende somente do tamanho do vetor h, ou seja, somente da distancia &, dado pela equacio

(3.4), e ndo de sua direcao ou sentido; caso contrario, denominamos de anisotropia.
3.1.2.2 Estacionaridade de segunda ordem

Na Geoestatistica, a maioria das técnicas de interpolacdo e de andlise espacial baseia-se
em propriedades estatisticas das varidveis em estudo. Para que essas técnicas sejam aplicaveis
de maneira consistente, costuma-se assumir a condi¢ao de estacionaridade de segunda ordem.

A defini¢do de Vieira et al. (2000) para estacionaridade de segunda ordem € especial-
mente adequada para a utilizagdo neste texto. Para que uma varidvel aleatdria seja estaciondria
de segunda ordem, ela deve, inicialmente, ser estaciondria de primeira ordem. Define-se entdo

que uma varidvel aleatéria Z (s) é estaciondria de primeira ordem, se:

E[Z(s)=u (3.5)

ou seja, o valor esperado E [Z(s)] deve existir e ndo depender da posi¢do s dentro da drea A.
Para que entdo ela seja estaciondria de segunda ordem, deve também, para cada par de
varidveis aleatérias, a fung¢@o covariancia C(h) existir e for somente em fungio da distincia A,

sendo para qualquer s dentro da regido A, ou seja:

C(h)=E[Z(s)—Z(s+h)]*—pu? (3.6)

A existéncia de estacionaridade da a oportunidade de repetir um experimento mesmo

que as amostras devam ser coletadas em pontos diferentes, porque todas sao consideradas per-
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tencentes a populagdes com os mesmos momentos estatisticos. Se a variabilidade dependesse
da posicdo do ponto exato, teriamos infinitas funcdes de covariancias, o que tornaria o processo

de ajustes de modelo com grande complexidade.
3.1.2.3 Hipétese intrinseca

A hipétese de estacionaridade de segunda ordem implica a existéncia de uma variancia
finita dos valores medidos. Esta hipétese pode ndo ser satisfeita para alguns fendmenos como
nas concentracdes de ouro em minas da Africa do Sul (Krige, 1951), no movimento browniano
(Journel; Huijbregts, 1976) e em algumas cadeias de Markov (Bartlett, 1966), de acordo com
Vieira et al. (2000), a hipdtese intrinseca pode ser aplicada nesses casos. Nessas situacoes,
uma hipétese menos restritiva surge, a hipétese intrinseca, que requer apenas a existéncia e
estacionaridade do variograma, sem nenhuma restri¢do quanto a existéncia de variancia finita.

Um campo aleatdrio € intrinseca quando além de satisfazer a equagdo (3.5), a estaciona-
ridade do primeiro momento estatistico, e também o incremento Z(s) — Z(s+ h), existe somente

em funcdo de h. Isso pode ser apresentado conforme a equagao (3.7).

Var|Z(s)—Z(s+h)| = E[Z(s)—Z(s+h))* =2-y(h) (3.7)

em que § esta dentro da regido A e y(h) é a fungdo variograma.

A hipétese intrinseca sustenta a definicdo de um Unico variograma capaz de descrever a
variabilidade espacial, garantindo a simplicidade e robustez a modelagem, ao reduzir a comple-
xidade de possiveis variagcdes locacionais.

A defini¢do do variograma € fundamental para a Geoestatistica porque descreve quanti-
tativamente como a variabilidade espacial de uma varidvel regionalizada evolui com a distancia
entre pontos amostrais. Ele permite identificar padroes de dependéncia espacial que sdo infor-
macoes cruciais para a modelagem, pois fornecem a base para métodos de interpolagdo e para a
estimativa da incerteza de maneira objetiva. Dessa forma, o variograma viabiliza a constru¢do
de modelos que representem de forma consistente as correlacdes espaciais, sendo indispensavel
na caracteriza¢ao e no mapeamento de fenOmenos naturais em dreas como mineracao, petréleo

€ meio ambiente.
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Para este trabalho adota-se que todos os fendmenos satisfazem a hipdtese intrinseca e a

isotropia.
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4 DEPENDENCIA ESPACIAL E A UTILIZACAO DO SEMIVARIOGRAMA

A andlise de dados espaciais inicialmente era feita sob a hipdtese de distribuicdo espacial
aleatdria ou independéncia estatistica, de modo a permitir o uso de métodos como andlise de
variancia. A Geoestatistica surgiu para modificar a andlise nessas situagdes. Sao exemplos
os estudos de Harradine et al. (1950) e Ball & Williams (1968). A mudancga se inicia com o0s
conceitos elaborados por Matheron (1971), momento que passamos a ter condi¢des de trabalhar
com a dependéncia espacial.

De acordo com Scalon (2024), a dependéncia espacial surge, pois espera-se que em
uma superficie continua, duas amostras vizinhas estejam mais propensas a apresentarem valo-
res mais proximos do que duas amostras distantes. Ainda segundo Scalon (2024), por razdes
histdricas, a dependéncia espacial ¢ modelada pela semivariancia, ao invés da covariincia ou
correlagdo. Sendo assim, o semivariograma ¢ uma medida da dependéncia espacial de um atri-
buto em um conjunto de dados. O semivariograma € definido como metade da variancia entre
os valores de um atributo em dois pontos separados por uma determinada distancia 4 (Hengl et
al., 2014). Ele é geralmente plotado como uma funcao da distancia entre os pontos e pode ser
usado para descrever a estrutura espacial dos dados. As diferencas quadraticas entre os valores
permitem entdo a construgdo do semivariograma que, segundo Isaaks & Srivastava (1989), € a
ferramenta base da Geoestatistica. Oliveira (1991) complementa que a constru¢ido do semivari-
ograma ¢ parte crucial para toda a modelagem Geoestatistica e, naturalmente, para a concep¢ao
da krigagem.

Antes de apresentar o semivariograma, € importante ressaltar que consideramos as abor-
dagens de Yamamoto & Landim (2015) sobre isotropia, em que podemos considerar isotropicos
aqueles fendmenos que ndo dependem de todo vetor A e sim somente da distancia & entre os
pontos. Como este trabalho aborda somente fendmenos isotropicos, todas as representacdes de
semivariograma utilizadas serdo somente em func¢do de A, ou seja, a distancia entre os pontos.

O semivariograma é um parametro populacional que, sob a hipdtese intrinseca, € apre-

sentado por Matheron (1971) pela equagdo (4.1):

2
(k) = y(n) = EEEL 22 @
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O ponto s é um ponto no espago e || = h é a norma do vetor h, logo, s+ h é 0 mesmo
ponto deslocado em uma distancia 4 em uma dire¢do genérica, ou seja, 0 semivariograma em
funcdo somente de .

Assumindo as suposicdes de estacionariedade intrinseca, o semivariograma pode ser es-
timado por meio do semivariograma experimental, obtido pelo estimador cldssico de Matheron

(1971), definido na equacao (4.2), ou seja,

] N(h)

0 =5 y [2(s:) —z(s;)]° (4.2)
V(s,-,sj)||s,~—sj|:h
em que {z(81),z(82),...,z2(sn)} € uma amostra espacial, N(h) é o nimero de pares de valores
medidos z(s;) e z (s j), separados por uma distancia 4. O estimador € somente em fun¢ao da
distancia & entre os pontos. Scalon (2024) reforca que em muitas situagdes o termo variograma
¢, em geral, utilizado como sindnimo de semivariograma, mesmo sabendo que, na verdade,
trata-se do semivariograma.

De acordo com Scalon (2024), o estimador cladssico apresentado na equagao 4.2, pos-
sui sensibilidade a outliers, uma vez que suas ordenadas sdo calculadas a partir da soma de
quadrados das diferencas dos valores dos dados entre pares amostrais. Uma alternativa é apre-
sentada por Cressie & Hawkins (1980), um novo estimador para o semivariograma, enunciado
pela equacgdo (4.3), proposto para situacdes em que os dados apresentam outliers, sendo um
estimador menos sensivel a presenca desses tipos de dados. Uma vez que se calcula a raiz qua-
drada das diferencas, o estimador é menos afetado por valores discrepantes do que a média das

quadrados de diferengas do estimador de Matheron.

L.ZNUZ) (1) —z( ‘)]4
1 N (R) & (sias))l|sisj|=n V<150 728

P(h) =5
2 0,494
457+ -
0,457+ 3

4.3)

em que N(h) é o nimero de pares de valores medidos z (s;) e z (s), separados por uma distancia
h.
Segundo Cressie (1988), da sua propria definicdo, € possivel apresentar as seguintes

propriedades de y(h).
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A semivariancia serd sempre um valor positivo.

y(h) =0 (4.4)

O valor da semivariancia nao sofre interferéncia se a andlise € do ponto s; para um ponto

s;j ou de s para o ponto §;.

’)/(S,'—Sj):’}/(Sj—S,‘) VS,‘,SjERd 4.5)

Se a semivariancia ¢ um funcdo da distancia s entre dois pontos, ela serd nula quando o

valor da distancia for nulo. Dessa forma,

y(0)=0 (4.6)

Oliveira (1991) afirma que o sentido fisico do semivariograma y(h) pode ser percebido
quando se analisa sua defini¢do: ele mede a variabilidade das diferencas entre as realiza¢des da
variavel aleatéria de interesse, de tal maneira que quanto menor a semivaridncia, menor a vari-
acdo dessas diferencas, ou seja, pontos com menor semivariancia possuem maior dependéncia
espacial entre si.

A importancia do semivariograma para a Geoestatistica estd no fato de ele ser a princi-
pal ferramenta de andlise da dependéncia espacial dos dados. E por meio dele que se modela
a variagdo de uma varidvel ao longo do espaco e se constroi a base para estimativas mais con-
fidveis em dreas ndo amostradas, bem como para o entendimento aprofundado da variabilidade
e continuidade espacial de fendmenos naturais e industriais. O grafico do semivariograma ex-
perimental y(h) é obtido utilizando a equagdo (4.2), que mostra um conjunto de pontos de
maneira discreta (v* (h)) e tem-se a necessidade de ajustar uma func@o continua (¥ (h)) sobre

esse conjunto de pontos.
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4.1 Parametros do semivariograma

Existem varios modelos utilizados que podem ser encontrados em Clark (1979), Ya-
mamoto (2001), Chiles & Delfiner (2009), Yamamoto & Landim (2015), Schabenberger &
Gotway (2017) e Scalon (2024), mas que neste trabalho serdo apresentados apenas os presentes
nas Secoes 4.2 € 4.3.

A Figura 4.1 € uma ilustracdo de semivariograma com patamar, com seus parametros
C, Cy, C; e a, denominados, respectivamente, de patamar, efeito pepita, contribuicdo e alcance.
Tém-se também y*(h) representando a nuvem de pontos, ou seja, os valores estimados pontu-
almente da semivariincia para cada distancia & existente; y(h) o semivariograma paramétrico,
sempre desconhecido, que é o que se pretende estimar; e 9(h) que representa o semivariograma
tedrico ou ajustado, sobre a nuvem de pontos, que € o estimador final do semivariograma para-

métrico.

Figura 4.1 — Semivariograma estimado, tedrico e empirico

Fonte: o autor.

Nos semivariogramas com patamar, com o aumento do valor de &, y(h) também aumenta
até um valor maximo no qual se estabiliza. Esse valor no qual y(h) se estabiliza chama-se
patamar (C) o qual, de acordo Vieira et al. (2000), € aproximadamente igual a variancia dos
dados. A distancia na qual y(h) atinge o patamar é chamada de alcance () e é a distncia limite

da dependéncia espacial, ou seja, faz parte do campo estruturado do fendmeno.
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E esperado que medicdes localizadas préximas sejam mais parecidas entre si do que
aquelas separadas com grande distincia. Dessa maneira, y(h) cresce com a distancia h. Al-
guns fendmenos apresentam descontinuidade na origem de seu semivariograma, denominado
de efeito pepita (Cp). Para Oliveira (1991), o mesmo expressa limitacdo na estimacao do semi-
variograma em pequenos espacamentos e, de acordo com Cressie (1988), sua ocorréncia pode
estar associada ao aumento acentuado na dependéncia espacial entre pares de pontos proximos.
Por defini¢do, y(0) = 0, que pode ser visto pela equacio (4.2) e a propriedade descrita em (4.6),
quando i = 0. Entretanto, na pratica, a medida que 4 tende a zero, y(h) se aproxima do valor
do efeito pepita (Cp).

O semivariograma apresenta a dependéncia espacial do fenomeno. Conhecendo essa
caracteristica, € possivel obter predicdes da varidvel aleatéria naquela regido. O ajuste ideal do
semivariograma € extremamente importante (Cressie, 1988). Neste trabalho ndo serdo apresen-
tados os métodos para o ajuste do semivariograma ao fendmeno, para isso, o texto de Scalon
(2024) se torna ideal, abordando a modelagem dos semivariogramas a diversas situagdes utili-
zando em linguagem R Core Team (2025).

Neste trabalho serdo apresentados alguns exemplos dos dois grupos existentes que sa-

tisfazem as condi¢Oes necessdrias, modelos sem patamar e modelos com patamar.

4.2 Modelos sem patamar

Olea (1975), Chiles & Delfiner (2009), Yamamoto & Landim (2015) e Scalon (2024)
apresentam alguns modelos sem patamar que estimam a fungio y(h), satisfazendo as exigéncias
(4.4), (4.5) e (4.6). Para este trabalho iremos citar somente alguns modelos, denominados como

modelo poténcia (4.7) e modelo linear (4.8), dados por:

0, parah =0
P(h) = 4.7)
Co+a-h*, parah >0
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0, parah =0
7(h) = (4.8)

Co+a-h, parah>0

em que J(h) representa o semivariograma tedrico ou ajustado, Cy € o efeito pepita , a fator de
angula¢do da curva com o eixo das abcissas e & a distancia entre os pontos. Observe que o

modelo linear € um caso particular do modelo poténcia quando o = 1.

4.3 Modelos com patamar

Olea (1975), Chiles & Delfiner (2009), Yamamoto & Landim (2015) e Scalon (2024)
apresentam alguns modelos com patamar que estimam a fungao y(h), satisfazendo as exigéncias
(4.4), (4.5) e (4.6). Para este trabalho iremos citar somente alguns modelos, denominados como
modelo esférico (4.9), modelo pentaestérico (4.10), modelo cubico (4.11), modelo exponencial

(4.12) e modelo gaussiano (4.13), dados por:

(
0, parah=0
X h n\>
Yh) =L Co+Ci-|1,5-(=)-0,5-(=) |, para0<h<a (4.9)
a a
Co+Cy, parah>a
\
(
0, parah=0
R h n\? n\>
J(h) =< Co+Cy-|1,875- ~)=1,25-(~) 40,375 (=) |, para0<h<a (4.10)
Co+Cy, parah>a
\
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0, parah =0

h\2 h\’ n\’ n\’
7.(_) —8,75-(—) +3,5-(—> —0,75-(—) ,para0<h<a
a a a a

Co+Cy, parah>a

Y(h) = Co+C: -

(4.11)
(
0, parah=0
(@
J(h)y=< Co+C- |1—e \4/ | para0<h<a (4.12)
Co+Cy, parah > a
\
(
0, parah =0
h 2
J(h) =< Co+C- [1—e (a) ,para0 < h<a (4.13)

Co+Cy, parah>a

\

em que J(h) representa o semivariograma tedrico ou ajustado, Cp é o efeito pepita, C; € a
contribuicdo, a o alcance do fendmeno e £ a distancia entre os pontos.

Olea (1975) e Yamamoto (2020) ressaltam que os modelos esférico, pentaesférico, ci-
bico, exponencial e gaussiano contemplam a grande parte dos fendmenos espaciais. Existem
outros modelos que podem ser utilizados e que seguem as pressuposicdes necessdrias. Neste
trabalho serdo tratados somente esses modelos, uma vez que apresentam capacidade de se ade-

quar a grande parte dos fendmenos.
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5 KRIGAGEM

Em uma situacdo hipotética, o estudo de varidveis espaciais seria realizado sem incerte-
zas se fosse possivel coletar as infinitas amostras na regido estudada. Naturalmente, esta € uma
situacdo impossivel de se realizar. A alternativa que pesquisadores possuem € a coleta de amos-
tras que, posteriormente, podem ser usadas como base da predicdo dos valores ndo amostrados
naquela regido. Diversas maneiras sdo possiveis para obter tais predi¢cdes e Yamamoto (2020)
exemplifica alguns desses métodos, sendo um deles a krigagem.

Denomina-se krigagem o método que utiliza os conceitos da Teoria das Varidveis Re-
gionalizadas, ou seja, a Geoestatistica, para a interpolacdo de valores em qualquer posi¢ao no
espaco em andlise. O nome krigagem foi dado por George Matheron, em homenagem ao En-
genheiro de Minas e Matematico sul-africano Daniel Krige, o primeiro a realizar estudos da
variabilidade espacial utilizando-se de considera¢des mais avangadas.

Journel & Huijbregts (1976) enunciam que existem varios métodos de krigagem, em que
todos os preditores sio variantes do preditor basico de regressio linear Z (s). Ainda de acordo
com Journel & Huijbregts (1976), para que o preditor seja 6timo, ele ndo pode ser tendencioso

€ possuir variancia minima, ou seja,

E[Z(s0)—Z(s0)] =0 (5.1)

Var[2 (so) —Z (so)] = E { (2 (s0) — Z (s0)] 2} — minima (5.2)

As equagdes (5.1) e (5.2) representam as condicdes de ndo tendenciosidade e de vari-
ancia minima, respectivamente. Essas devem ser satisfeitas, logo, sdo a base para a deducgdo
para qualquer sistema de krigagem, como a krigagem simples, universal e indicadora. Para
se introduzir os conceitos, utilizamos a krigagem ordindria. Seu entendimento € a base para,

posteriormente, a apresentacao da krigagem de blocos.
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5.1 Krigagem ordinaria

O objetivo mais habitual da Geoestatistica é predizer valores da varidvel aleatéria Z (s)
em pontos nao amostrados, denominados sqg (Oliveira, 1991). A krigagem ordinéria € o método
mais utilizado, pela simplicidade e resultados que proporciona (Yamamoto; Landim, 2015). A
krigagem ordindria € fundamental na Geoestatistica por sua capacidade de gerar estimativas
espacialmente coerentes, minimizar erros de predicao e fornecer uma avaliacdo quantitativa da
incerteza associada.

Suponha que se queira predizer os valores da varidvel aleatdria Z (s) para qualquer valor
59, onde ndo se tem valores medidos. Conhecido o semivariograma da varidvel e havendo
dependéncia espacial entre as amostras, como mostra o semivariograma, Isaaks & Srivastava
(1989), Schabenberger & Gotway (2017), Chiles & Delfiner (2009), Vieira et al. (2000), Diggle,
Tawn & Moyeed (1998) e Yamamoto & Landim (2015) definem entdo o preditor para a varidvel

aleatdria no ponto sg:

Z(So) = i/li-z(s,-) (5-3)

em que N € o nimero de valores observados z(s;); A; sdo os pesos associados a cada valor. Os
valores dos pesos A; para satisfazer (5.1) e (5.2) devem possuir Zf]: 1A = 1. Em Vieira et al.
(2000) € apresentado a deducdo para a equacao (5.3).

A krigagem possui 0s pesos como varidveis que expressam a variabilidade espacial que
¢ determinada com auxilio do semivariograma. O preditor corresponde a uma média mével
ponderada e, ao satisfazer as equacdes (5.1) e (5.2) sob a hipétese intrinseca, torna a krigagem
um interpolador 6timo. Existem vdarios métodos de interpolacdo, mas somente a krigagem
possui as condi¢des de varidncia minima e nao-tendenciosidade, sendo assim o sistema com
mais credibilidade e utilizado.

Para a interpolacdo é necessdrio satisfazer a varidncia minima (5.2). Para o caso da

krigagem ordinaria, Burgess & Webster (1980a) mostram que (5.2) implica que

X N N
E{[Z(so)—Z(so)] } 2. Z?L Y(s0,8:) — Y Y Ai- ;- v(si,s;) (5.4)

i=1j=1
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Vieira et al. (2000) apresentam a demonstracdo para a equagdo (5.4). Perceba que,
para a variincia tem-se o valor Z (sg) desconhecido, mas segundo Isaaks & Srivastava (1989), a
solugdo para esse problema € baseado em um modelo probabilistico, de tal forma que os valores
desconhecidos sdo considerados realizagdes de um processo aleatdrio.

Para encontrar os pesos 6timos satisfazendo as condi¢des necessdrias, utiliza-se a técnica
dos multiplicadores de Lagrange, da qual se obtém a lagrangiana, isto €, a func¢ao das coordena-
das generalizadas (Yamamoto, 2001). Oliveira (1991) ressalta que, ao determinar um preditor,
procura-se um Best Linear Unbiased Predictor (BLUP), que se trata do melhor estimador linear.

Isaaks & Srivastava (1989), Schabenberger & Gotway (2017), Chiles & Delfiner (2009),
Vieira et al. (2000), Diggle, Tawn & Moyeed (1998) e Yamamoto & Landim (2015) e outros

autores apresentam que os pesos sio obtidos a partir da solu¢do da equacao matricial:

v(s1,81) v(s1,82) ... Y(s1.82) 1 Y(s1,50) vy

Y(s2,81) Y(s2,82) ... V(s2,82) 1 Y(s2,80) A2
- |- (5.5)

Y(Snvsl) Y(Snus2) '}’(Snasn) 1 Y(Sn»SO) )Ln

1 1 ) 1 u

em que Y (s,-, s j) ¢ a semivariancia entre todos os pontos amostrados, ¥ (s;,Sg) € a semivariancia
entre os pontos amostrados e ponto §g que se deseja obter, A; sdo pesos de krigagem que serdo
utilizados na equagdo 5.3.

A equacdo (5.6) € a simplificacdo da equacdo (5.5).

AN b=2 (5.6)

em que A~! ¢ a inversa da matriz de semivarincia entres os pontos observados, b é o vetor de

semivariancias entre os pontos observados e o ponto que se deseja estimar € o vetor A € o vetor
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dos pesos de krigagem, acrescido de pt que € um multiplicador de Lagrange que possibilita a
adequacao de ndo tendéncia.

A Geoestatistica utiliza os conceitos de dependéncia espacial, que sdo mensurados por
meio do semivariograma que, com a krigagem, se obtém o preditor 6timo e que possui uma
medida de qualidade, a variancia de krigagem. Cressie (1990) afirma que todos os fatores
citados sdo os que posicionam a krigagem como um método em vantagem sobre outros.

Quando se tem a necessidade de predizer pontos ndo amostrados em uma determinada
regido, a krigagem ordindria é a melhor op¢do. Oliveira (1991) ressalta que a principal carac-
teristica da Geoestatistica e, naturalmente, da krigagem, € a obtencdo de mapas da regiao em
estudo e que com a predicdo de uma grande quantidade de pontos é possivel mapear todo o
fendmeno. Os sistemas de krigagem tém algumas particularidades que facilitam os cdlculos e
a solucdo do sistema, utilizando como ferramenta para gerar mapas da varidvel na regido de
estudo.

A seguir sera apresentado o conceito fundamental para se compreender outro sistema de

krigagem que apresenta outro tipo de informacao: a predi¢do de uma média espacial.
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6 A MEDIA EM UM CONTEXTO ESPACIAL

Sendo uma medida de posi¢do bastante utilizada, a média tem seu conceito de maneira
familiar e bastante intuitiva. Valores médios, muitas vezes, sdo um grande auxilio em decisdes
industriais ou mesmo em pesquisas. Para uma regido de extracdo de minério, em uma anélise
de dados, pode ser importante obter o valor médio da quantidade de minério a ser extraido, pois
os custos da extracdo devem ser menores do que as vendas do material, tornando a média uma
informacao importante nesse momento.

A média aritmética simples como conhecemos ndo considera a dependéncia espacial
dos dados. Podemos imaginar que em dados que possuem dependéncia espacial, a média pode
sofrer alteracOes em seu resultado de acordo com a posi¢do no espaco. Nos itens 6.1, 6.2
e 6.3 sdo apresentados conceitos basicos relacionados a média espacial para funcdes. Essas
abordagens serdo essenciais para o entendimento das médias espaciais e sua obten¢cdo por meio

da krigagem de blocos.

6.1 Média espacial em um sistema unidimensional

Suponhamos uma reta com valores que variam de x| até x em um dominio D = {x € R},

como na Figura 6.1.

Figura 6.1 — Média em um espago unidimensional

Xz —x1
Fonte: o autor.

E possivel obter a média dos dois valores conforme a equacio (6.1):

X1+ X (6.1)

=
Il
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Ferreira (2005) enuncia que este é o conceito da média entre dois valores. A seguir
teremos a evolugdo do cdlculo da média para uma situacao bidimensional e, posteriormente, em

uma hipdétese tridimensional.
6.2 Média espacial em um sistema bidimensional

Seja uma fun¢do f (x) =x em um dominio D = {x € R} e suponha também que temos a
necessidade de encontrar o valor médio da fung@o entre os pontos [x],x3], ou seja, o valor médio
de um sistema bidimensional, em um plano x,y. Ao calcularmos a drea A7, como demonstrado
na Figura 6.2, tem-se que este serd o ponto de partida para obtermos o valor médio da fungdo

que denomina-se h.

Figura 6.2 — Fun¢do f(x) e drea Ay abaixo do gréfico

LM AT

X1 X2

[x2 —x1]
Fonte: o autor.

A drea de uma fun¢@o em determinado trecho pode ser obtida utilizando métodos de
integracao (Stewart, 2001). No caso da drea definida na Figura 6.2, a drea A7 pode ser obtida

conforme na equagdo (6.2).

R ) B et 6.2)

X9 X X2
ATz/ f(x)dx:/ xdx=—
x 2

1 X1
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Observamos na Figura 6.2 a marcacdo de cotas de trés elementos, os valores L,,, Ly
e h, sendo este dltimo o valor médio das duas primeiras marcacoes. Com este valor médio, é
possivel obter a area Ar utilizando a equagdo geral da area de um trapézio. Entdo podemos

obter a drea, conforme os célculos a seguir:

Ar = =h-|xy — x| (6.3)

(Lm+Ly)-Base (L +Lag) - |x2 —x1
2 B 2

em que a “Base” € o intervalo em que estamos calculando a drea; Ly; o lado maior do trapézio
e L, € o lado menor do trapézio, todos apresentados na Figura 6.2.

Com manipulagdes algébricas na equagao (6.3), temos a conclus@o que, para um sistema
bidimensional, a altura média, ou seja, o valor médio da fun¢do pode ser obtida pela equagao

(6.4).

At

h= —— (6.4)
2 — 1
As equagdes (6.2) e (6.3) nos auxiliam a obter o valor médio da fungdo f(x), que pode

ser definido conforme equacao (6.5).

e )= /x2 7 (x) dx 6.5)

T x|

A equacdo (6.5) € a representacdo de um exemplo de uma média espacial em duas di-
mensoes. Os conceitos utilizados serdo abordados em um sistema tridimensional, de maneira

andloga aos apresentados em 6.1 e 6.2 e apresentados na secdo 6.3.
6.3 Média espacial em um sistema tridimensional

Com os conceitos apresentados nas se¢des 6.1 e 6.2, é possivel observar que € aplicavel
também em outras dimensdes. Para introduzir a ideia de média espacial em um sistema tridi-
mensional, considere uma funcdo f (x,y) em um dominio D = {(x,y) € R?} e dada uma regiio

B abaixo da superficie da funga@o f (x,y), conforme ilustrado na Figura 6.3.
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Figura 6.3 — Fung@o f (x,y), volume V; e regido B abaixo do grifico

N

—

37\

Fonte: o autor.

Podemos utilizar o volume do sélido definido como Vz e representado na Figura 6.3
para inciar o conceito do valor médio da fun¢do em um espago tridimensional, Stewart (2001)
apresenta que pode ser obtido pela integral (6.6) abaixo dessa regido, ou seja, a integral da

fun¢do no dominio da regido estudada. Assim,

sz//Bf(x,y)dxdy (6.6)

Na Figura 6.4, o s6lido abaixo do grafico da funcdo possui variagdes em sua altura, ou
seja, possui diversas alturas / ao longo de toda drea B; sendo infinitas alturas. Essa caracteristica
impede que utilizemos equacdes comumente conhecidas para célculo de volumes. O sélido nao

€ uma geometria comum.

Figura 6.4 — S6lido com alturas /4's e drea da base B

B 7

Fonte: o autor.
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Suponha que seja possivel somar todas as alturas deste s6lido e obter a altura média (}_z)
Assim, teriamos um sélido uniforme, conforme apresentado na Figura 6.5. Com este s6lido
podemos definir a equacdo do volume Vz (6.6) de uma nova maneira, como apresentado na

equacdo (6.7), que tem como principio as ideias abordadas nas secdes 6.1 e 6.2.

Figura 6.5 — Sélido com altura / e drea da base B

v

/8l
Fonte: o autor.

Assim,

v.— [ /B F(x.y)dxdy = h-|B] 6.7)

em que |B| € a drea da regido abaixo da superficie, ou seja, o volume € a altura média multipli-
cada pela regido. Um exemplo semelhante foi obtido na equagado (6.3) para o modelo bidimen-
sional na Sec¢do 6.2.

Podemos definir a altura média (i_z), ou seja, o valor médio da fungao f(x,y), dado por:

h=f(x,y) = ‘B‘ //f x,y)dxdy (6.8)

Assim, a equacdo (6.8) representa o valor médio de uma fungdo f de duas varidveis em
um retangulo B contido em seu dominio, ou seja, o valor h. Os conceitos de média de uma
fun¢do sdo essenciais para compreendermos, posteriormente, a krigagem de blocos. Devido
as limitagdes fisicas de representacdo, foram abordados somente os modelos unidimensional,
bidimensional e tridimensional, mas o mesmo principio se aplicaria em dimensdes espaciais

superiores.
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7 KRIGAGEM DE BLOCOS

Como visto nas secdes anteriores, para uma fun¢do em um espago unidimensional, bi-
dimensional ou tridimensional, os valores médios das funcdes estdo relacionados ao quociente
da integral daquela fun¢do pela regido onde ela ocorre. Essa ideia € construida para qualquer
funcdo e é naturalmente observavel. Todas essas integrais apresentadas nos itens anteriores sao
sempre possiveis de se calcular com conhecimentos de cdlculo Stewart (2001) sendo definidas
como integrais de Riemann. O questionamento inicial que pode surgir é que, se fendmenos
espaciais sdo caracterizados por uma varidvel aleatdria, o que iria ocorrer se, em um espago
n-dimensional, ao invés de termos uma funcdo f, tivéssemos uma varidvel aleatoria.

A krigagem de blocos surge na mineracdo, quando ao dividir uma regido a ser mine-
rada em diversos blocos, € necessdrio estimar a quantidade de material em cada bloco. Por esta
demanda surge o nome krigagem de blocos. Em planos de duas dimensdes também pode ser
chamada de krigagem de 4rea. Essa demanda implica em calcular a média de varidveis alea-
térias no espaco. E sempre importante ressaltar que a utilizagdo desse método resulta em uma
média espacial sem viés, ja que também se trata de uma krigagem que apresenta as proprieda-
des de variancia minima e nio tendenciosidade (Schabenberger; Gotway, 2017). A krigagem
de blocos € uma ferramenta poderosa para converter dados pontuais em estimativas médias
espaciais, auxiliando no planejamento e na tomada de decisdo em diversos campos.

Com a Geoestatistica pode-se estimar a média do bloco de cubagem por meio da discre-
tizacao do bloco em pontos, que podem ser avaliados individualmente e depois compostos para
o bloco, ou entdo diretamente, calculando-se os vetores médios dos sistemas de equacao.

Suponha o processo {Z (s):s€AC Rz} que possui uma sub-regido retangular B de
lados P e Q, conforme apresentado na Figura 7.1 . Possuimos as amostras {z(s1),...,z(sn)} €
ndo estamos interessados em predizer um ponto z (sg) (como na Secéo 5.1), mas sim um valor

médio da regido B, ou seja, o valor médio da varivel aleatéria na regido B, dado por Z (B).
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Figura 7.1 — Regido B de lados P e Q

Fonte: o autor.

Chiles & Delfiner (2009) e Schabenberger & Gotway (2017) definem Z(B) como:

Z(B):ﬁ-/gz(s)ds 7.1)

em que |B| representa a drea da regido B.
A equacdo (7.1) se assemelha as equacdes que foram construidas nos itens 6.1, 6.2 e 6.3.
Ainda na equacdo (7.1) temos que nos atentar que o integrando é uma varidvel aleatdria, neste
caso, possuimos uma integral estocdstica cuja convergéncia se da por média quadratica e ndo por
uma integral de Riemann. A integracio de uma varidvel aleatdria, apesar de apresentar notagcao
igual a integral de Riemann, ¢ um conhecimento especifico do estudo de calculo estocdstico.
Chiles & Delfiner (2009) e Schabenberger & Gotway (2017) apresentam o preditor para

a krigagem de blocos, que € construido de forma analoga a krigagem pontual (5.5) e é dado por:

N N
Z(B)=Y Ai-z(si) (7.2)
i=1

Assim como na krigagem pontual, N é o nimero de valores coletados z(s;) e A; sdo os

pesos associados a cada valor.
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Na krigagem de blocos, os valores dos pesos A; também devem possuir Zé\; A= 1
Assim, como na krigagem ordindria, € necessdrio suprir a condicdo de ndo-tendenciosidade
(5.1) e variancia minima (5.2).

Burgess & Webster (1980b), Schabenberger & Gotway (2017) e Journel & Huijbregts

(1976) apresentam a equagdo matricial para se obter os pesos A; que é dada por:

’Y(slasl) ')/(SI7S2) Y(Sbsn) 1 '}_/(ShB) A’1

v(s2,81) v(s2,82) ... Y(s2,80) 1 ¥(s2,B) VY
=|: (7.3)

Y(Sn,81) Y(Sn,82) ... Y(Sn,8n) 1 Y($n,B) Ay

1 1 1 0 1 m

em que Y (s,-, s j) ¢ a semivaridncia entre todos os pontos amostrados, ¥(s;, B) é a semivariancia
média entre os pontos amostrados e o bloco B que se deseja obter o valor médio da varidvel
aleatdria, A; sdo pesos de krigagem que serdo utilizados na equagao 7.3.

Podemos simplificar a equagdo (7.3) na equagdo (7.4).

Al e=2 (7.4)

em que A~! é a matriz inversa de semivaridncia entres os pontos observados, ¢ é o vetor de
semivariancias média entre os pontos observados e o bloco B que se deseja estimar o valor
médio da varidvel aleatéria e o vetor A € o vetor dos pesos de krigagem.

E notdvel que a tnica diferenca entre o sistema da equagio 7.3 apresentada para a kriga-
gem de blocos e a equagao 5.5 apresentada para a krigagem ordindria € o vetor que multiplica a
matriz inversa de semivariancia. Enquanto na kriagam ordindria se utiliza a semivariancia entre
os pontos amostrados e o ponto §g, na kriagem de blocos se utiliza a semivaridncia média entre
os pontos sg € o bloco B. A obten¢do da semivariancia média € a principal complexidade da

krigagem de blocos e tema principal deste trabalho.
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Seria muito comum imaginar uma krigagem pontual e, posteriormente, utilizando os
pontos preditos, obter a média dessa varidvel. Esse pensamento possui fundamentos, mas perde
em comparacao com a krigagem de blocos, pois a krigagem de blocos utiliza-se de um estimador
sem viés, enquanto a média pela krigagem pontual possuird um erro, pois ndo seria possivel
utilizar os infinitos pontos daquela regido, falha essa corrigida pela krigagem de blocos. Um
exemplo utilizando a média dos valores amostrados e preditos pode ser observado em Mello et
al. (2006).

A equacdo (7.3) para os pesos da krigagem de blocos se assemelha com o método uti-
lizado na krigagem ordindria (5.5). Na Secdo 7.1 tem-se a diferenciacdo dos dois métodos de

maneira mais clara.
7.1 Semivariancia média entre um ponto e uma regiao

Na equagdo matricial (7.4), o vetor ¢ apresenta a semivariancia entre os pontos §1, ..., S
e a regido B - ¥(s;,B), que se deseja estimar a média da varidvel aleatéria, diferentemente da
krigagem ordindria, em que na equacio matricial (5.6) o vetor b apresenta a semivariancia en-
tre os pontos coletados e o ponto a ser predito - y(s;,8¢). Para a krigagem de blocos, deve-se
entdo estimar o semivariograma para os pontos em relacdo a regido. Essa se apresenta como a
maior dificuldade da krigagem de blocos. Faz-se entdo a necessidade da constru¢cdo do semiva-
riograma médio entre um ponto e todos os pontos dentro da drea, chamado de semivariograma
médio para o ponto s; e a regido B, ou seja, ¥(s;, B).

A constru¢do do semivariograma médio € a maior complexidade e diferencial da kriga-
gem de blocos em relacao aos outros modelos de krigagem. Se associarmos ao semivariograma
construido na krigagem ordindria, na qual existia a associacao de ponto a ponto representado

pela Figura 7.2, considerava-se somente a distancia euclidiana entre eles.

Figura 7.2 — Associag¢do ponto a ponto

h

o

e 50

Fonte: o autor.
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Agora, o semivariograma na krigagem de blocos € entre um ponto € uma drea e nao
existe maneira de se utilizar somente uma distdncia, conforme pode ser observado na Figura

7.3.

Figura 7.3 — Associagdo ponto a drea

Fonte: o autor.

A semivaridncia entre um ponto e uma area é apresentada de maneira numérica em
tabelas por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976), somente para o modelo esférico. Em
Oliveira (1991), apresenta-se as defini¢des do semivariograma médio e a maneira para se obter
os resultados analiticamente, sendo que essa defini¢do possibilita a aplicagdo para qualquer
modelo de semivariograma. Este trabalho tem como principal objetivo demonstrar a constru¢cao
do semivariograma médio para os modelos ctbico, exponencial e gaussiano, utilizando a técnica
desenvolvida por Oliveira (1991). Ainda em Oliveira (1991) é apresentado somente o modo
tedrico de como se obter as semivariancias média entre um ponto e um bloco. Este trabalho
complementa esse trabalho, apresentando a obtenc¢ao da semivariancias médias com a técnica
apresentada por Oliveira (1991).

Também se complementa os textos apresentados por Clark (1979) e Journel & Huij-
bregts (1976), que apresentam apenas valores numéricos para a semivaridncia média para o mo-
delo esférico. Este trabalho € um processo de continuidade que foi iniciado em Sousa (2020),
em que foram apresentados os modelos linear, esférico e pentaestérico.

Ao final deste texto tem-se um avanco da técnica apresentada por Oliveira (1991) e
evoluindo os métodos utilizados por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976).

No item 7.1.2 demonstra-se o método proposto por Oliveira (1991) para a obtengdo da
semivariancia média. Ressalta-se que Oliveira (1991) apresenta o conceito fundamental, que é

adequado para a construgdo deste trabalho.
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7.1.1 Construcio numérica da semivariancia mécia entre um ponto e um bloco

Muitos autores, como podemos ver nos trabalhos de Yamamoto (2001), Yamamoto &
Landim (2015), Yamamoto (2020) e Journel & Huijbregts (1976), utilizam a krigagem de blocos
mas calculam a semivariancia média entre o ponto e o bloco de tal forma que ndo consideram os
infinitos pontos do bloco, por meio de uma aproximag¢do numérica. Na Figura 7.4, associa-se o
ponto coletado s; com um tnico ponto do bloco e determina-se a semivaridncia média do bloco

como sendo esse valor obtido.

Figura 7.4 — Semivariancia média de um ponto s € um bloco utilizando um ponto

/’Sl

—

Fonte: o autor.

Se aumentar a quantidade de pontos dentro do bloco como na Figura 7.5 e determinar-se
a semivariancia de todos os pontos com o ponto §; e realizar a média das semivariancias obtidas,

se obtém uma semivaridncia média do bloco com maior precisao.

Figura 7.5 — Semivariancia média de um ponto sy € um bloco utilizando oito pontos

T T T Sl

Fonte: o autor.

Se mais uma vez aumentar-se o nimero de pontos no bloco, como na figura 7.6, a média
das semivaridncias dos pontos do bloco com o ponto §; se aproxima mais da semivariancia

média real.

Figura 7.6 — Semivariancia média de um ponto s € um bloco utilizando trinta e dois pontos

Fonte: o autor.
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Em uma situacdo em que os pontos dentro de um bloco tendem ao infinito, a média de
todas as semivariancias calculadas para esses pontos representaria a semivariancia média real
do bloco em relacdo ao ponto s1. No entanto, € evidente que a coleta de um niimero infinito de
pontos € invidvel e tdo complexo quanto € se determinar a quantidade de pontos ideais para se
ter uma precisdao adequada da semivariancia média. Yamamoto & Landim (2015) apresentam
uma aplicacdo utilizando apenas quatro pontos dentro do bloco e reforca que a utilizacao de
poucos pontos ndo € a ideal, mas € utilizada por limitacdes computacionais. Ndo se tem uma
resposta definida da quantidade de pontos ideais para se obter a semivariancia média, a hipétese
ideal seriam os infinitos pontos. Para lidar com essa limitag¢do, torna-se necessario modelar um
sistema capaz de determinar a semivariancia média entre o ponto e o bloco de forma eficiente
e com maior precisdo para qualquer modelo de semivariograma. Essa € a proposta apresentada
inicialmente por Oliveira (1991) e complementada em Sousa (2020), e neste trabalho, ou seja,
a constru¢ao da semviariancia média de um bloco de forma a se utilizar conceitos de célculo

integral para mapear os infinitos pontos da regido.
7.1.2 Equacio para a semivariancia média entre um ponto e uma regiao

A etapa mais importante da krigagem de blocos € a construcao do semivariograma médio
da regido. Essa etapa € o que difere a krigagem de blocos da krigagem ordindria e € a etapa de
maior complexidade.

Seja um processo estocdstico que satisfaz a hipdtese intrinseca, com semivariograma
isotrépico e efeito pepita Cy. Se considerar-se uma subregido B retangular de lados P e Q, entdo
o semivariograma médio entre o ponto s localizado no vértice da regido B e a propria regido B,

apresentado por Oliveira (1991), é dado na equacao (7.5).

#(s,B) = I%Q- /0 Y M) y(h) i (75)

em que P e Q sdo os lados do retdngulo que se deseja obter a semivaridncia média, M (h) é o
comprimento do arco formado pelo circulo no entorno do ponto, sendo que esteja contido so-

mente dentro da regido de estudo e ¥ (k) o semivariograma estimado para os pontos amostrados.
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A Figura 7.7, apresentada por Oliveira (1991), demonstra visualmente o conceito do valor de
M (h).

A constru¢do do semivariograma médio € apresentada por Oliveira (1991) com base
nas definicdes e posteriormente na Figura 7.7. Ao obter esse resultado, € possivel solucionar a
semivariancia média de um bloco de qualquer dimensao e qualquer modelo de semivariograma,
diferente dos resultados obtidos por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976), que apresentam
apenas valores numéricos para blocos de alguns valores definidos e somente para o modelo

esférico.

Figura 7.7 — Semivariograma médio entre um ponto e uma area

P

valorde h, VO < h < \/W, sendo P e Q os lados do retangulo onde se deseja estimar a
média da varidvel aleatéria. Considera-se sempre P como o menor lado do retangulo e Q o maior
lado do retangulo. Em casos onde Q = P, considera-se, arbitrariamente, qual lado receberd a
denominagdo P e Q, sendo que essa escolha ndo interfere no uso das equagdes apresentadas a
seguir. A concepcdo do valor de M (h) serd divida em trés etapas.

Exemplificando todas as dimensdes de M (%), temos a primeira etapa, se 7 < P. Nesse
caso o valor de M(h) ndo extrapola as dimensdes do retdngulo de lados P e Q, entdo M(h) =

T-h
0 que € apresentado na Figura 7.8.
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Figura 7.8 — Curva M (h) para h < P (primeira etapa)

)

Fonte: o autor.

Na segunda etapa, se P < h < Q, o valor de M(h) extrapola as dimensdes do retdngulo

de lados P e Q, mas somente em sua base P, gerando assim a parte da curva denominada M (h)*
. T P .

e, assim, nessa segunda etapa, M (h) = —~ —arccos ( Z) - h, conforme apresentado na Figura

7.9.

Figura 7.9 — Curva M(h) para o intervalo P < h < Q (segunda etapa)

N\

§ 0 | h

Fonte: o autor.

Na terceira etapa, quando Q < h < \/P%+ 02, o valor de M(h) extrapola as dimensdes

do retdngulo de lados P e Q em ambas direcdes, gerando assim as partes da curva M(h)* e
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-h P
M(h)**. Entao M(h) = HT — arccos (E) - h — arccos (%) - h, conforme apresentado na
Figura 7.10.

Figura 7.10 — Curva M (h) para o intervalo Q < h < \/P% + Q? (terceira etapa)

my”

\Q

).
©Q
=

Fonte: o autor.

O valor do arco M(h) cresce até atingir o ultimo ponto do retdngulo, a Figura 7.11
demonstra o dltimo estdgio do crescimento do arco, nesse ponto o valor de M(h) deixa de

existir, pois nenhum trecho do arco estard dentro do bloco.
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Figura 7.11 — Curva M (h) deixa de existir para h > /P2 + Q?

M

/If@*
=

Fonte: o autor.

Com os estudos de Oliveira (1991), podemos notar que a constru¢do da curva M(h)
acontece somente dentro do retangulo P e Q e em algumas etapas essa curva pode extrapolar
essas dimensdes, gerando assim o que foi denominado de M(h)* e M(h)**. Ressalta-se nas
Figuras 7.8,7.9 ¢ 7.10 que M (h) = ET.h, M(h)* = arccos (%) -he M(h)** = arccos <%) -h.

T-h
Entdo, tem-se o valor de M (h) em cada uma das etapas: na primeira etapa M(h) = ——,

T-h P -h P
na segunda etapa M (h) = —— —arccos (Z) -h e naterceira etapa M (h) = —— —arccos (E) :

h — arccos (%) -h.
Logo, a equagdo (7.5) pode ser desmembrada na soma das equagdes (7.6), (7.7) e (7.8).

/O CEh ) dn (7.6)

/Q [%h — arccos (%) -h} -y(h) dh (7.7)
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VP2 +0? .
/ o {n_h —arccos (5) -h—arccos (g) ~h} -y(h) dh (7.8)
0 2 h h

Assim, toda a construcdo do semivariograma médio para krigagem de blocos, apresen-

tada por Oliveira (1991), pode ser resumida na equagao (7.9), ou seja,

1 Pra.h
Y(s,B) = PO '/o nT -y(h) dh+

1 Olrm-h P
+P'Q‘/P {71’2 — arccos (Z) h] -y(h) dh+

/ p2 QZ X
+$/Q o [%h —arccos <§> -h— arccos (%) h} ~y(h) dh (7.9)

em que ¥ (/) é o modelo de semivariograma do fendmeno, P e Q os lados do bloco B.

Dessa maneira, é possivel obter a semivaridncia média entre um ponto situado no vértice
do bloco e o bloco retangular de lados P e Q. A mesma ideia pode ser abordada para outras
geometrias. Neste trabalho, todos os blocos de krigagem serdo retangulares. De fato, como, na
prética, todas as geometrias podem ser aproximadas por uma soma de blocos, justifica-se essa
escolha da geometria de blocos, pelo seu apelo simplificador e generalizador.

Todo fendmeno possui um semivariograma que mapeia a dependéncia espacial. Com
essa informagdo € possivel, com a equagdo (7.9), obter o semivariograma médio para qualquer
regido de lados P e Q do fendmeno e para qualquer modelo de semivariograma. A Secdo 7.1.1
apresenta a atual problemadtica na obtencdo da semivariancia média entre um ponto e um bloco e

a forma com que diversos autores executam essa técnica, bem como as falhas nessas situacoes.
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8 MATERIAIS E METODOS

Esta secdo € dedicada a descri¢do dos materiais e métodos utilizados ao longo do desen-

volvimento do trabalho.

8.1 Pesquisa bibliografica

O método de pesquisa utilizado nesta tese foi a pesquisa bibliografica. A pesquisa bi-
bliogréfica utilizou referéncias no ramo da Geoestatistica, Probabilidade, Calculo Integral e
Cdlculo Estocdstico para a base estatistica deste trabalho. A pesquisa bibliogréfica foi feita a
partir do levantamento de referéncias tedricas ja analisadas e publicadas por meios escritos e
eletrOnicos, como livros, artigos cientificos, dissertacOes, teses e paginas de web sites.

Qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma pesquisa bibliografica, que permite ao
pesquisador conhecer o que ja se estudou sobre o assunto. Existem, porém, pesquisas cientificas
que se baseiam unicamente na pesquisa bibliogréfica, procurando referéncias tedricas publica-
das, com o objetivo de recolher informacdes ou conhecimentos prévios sobre o problema a
respeito do qual se procura a resposta (Fonseca, 2002). Para Gil et al. (2002), os exemplos mais
caracteristicos desse tipo de pesquisa sdo sobre investigacdes sobre ideologias ou aquelas que

se propdem a andlise das diversas posi¢Oes tedricas acerca de um problema.

8.2 Softwares utilizados

As fungdes computacionais foram elaboradas em linguagem R (R Core Team, 2025) e
apresentadas em interface utilizando o Shiny (Chang et al., 2024), o qual se destaca por permitir
o desenvolvimento de interfaces gréficas por meio de aplicagdes web. O pacote utiliza a lingua-
gem R para simplificar comandos que normalmente seriam utilizados em linguagens voltadas
ao desenvolvimento web.

As aplicagdes desenvolvidas em shiny sdo baseadas em dois scripts que se complemen-
tam em uma execugdo, o ui € o server. O script ui € responsavel pela aplicagdo gréfica, nele
€ possivel especificar dentro de vdrias hipdteses como botdes, icones ou modos de selecao que

fardo a interacdo com o usudrio. Ja o server é o nicleo da aplicacdo e nele ficam armazenados
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os codigos em R que responderdo as iteracdes do usudrio retornando os resultados. Na Figura

8.1 exemplifica-se de forma resumida e ilustrativa, o funcionamento de uma aplicacao em shiny.

Figura 8.1 — Esquema de funcionamento da aplicacdo em shiny

Servidor

Usuario Usuario

Fonte: Chang et al. (2024)

Para este trabalho, a aplicacdo desenvolvida por meio do shiny foi disponibilizada por
acesso virtual, de forma que qualquer usudrio possa acessd-la sem necessidade de instalacdo
de programas, evitando assim problemas de compatibilidade em relagdo a diversos sistemas
operacionais. Para isso, ela foi hospedada no servidor do R Studio que fornece o servigo de
hospedagem e toda a estrutura necessdria para seu funcionamento.

Outros pacotes foram utilizados e sdo apresentados no quadro 8.1. Constituem parte
importante do produto final aqui apresentado, pois €, por meio deles, que sdo realizados grande

parte dos célculos que compde as andlises.

Quadro 8.1 — Outros pacotes utilizados no desenvolvimento do trabalho

Pacote Uso

automap (Hiemstra et al., 2008) Fungdes para a modelagem do semivariograma
gstat (Graler; Pebesma; Heuvelink, 2016) Funcdes para ajuste de coordenadas espaciais
MASS (Venables; Ripley, 2002) Fungdes para célculo de inversas generalizadas

shinythemes (Chang, 2021) Fungdes para modificar a aparéncia do aplicativo

sp (Bivand; Pebesma; Gomez-Rubio, 2013) | Funcdes para ajuste de coordenadas espaciais
Fonte: o autor.
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9 RESULTADOS

Reforcando os conceitos sobre a krigagem de blocos, ela tem o intuito de se obter o valor
médio de uma varidvel aleatoria em uma regido B, ou seja, o valor de 7 (B). Se considerarmos

a regido B retangular, de lados P e Q, conforme representado na Figura 9.1.

Figura 9.1 — Regido B de lados P e QO

Fonte: o autor.

Ao utilizarmos o interpolador da krigagem de blocos expresso pela equacao 9.1, surge a
necessidade de se obter os pesos de krigagem denominados por A;, uma vez que os valores de

z(s;) sdo as amostras coletadas do fendmeno em andlise.

. N
Z(B)=Y Ai-z(si) .1
i=1

Os valores de A; sao obtidos ao solucionar o sistema matricial descrito pela equag¢do 9.2.
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v(s1,81) v(s1,82) ... Y(s1,8n) 1 ¥(s1,B) A

v(s2,81) Y(s2,82) ... Y(s2,80) 1 ¥(s2,B) A2
=|: 9.2)

Y($n,81) Y(Sn,82) ... Y(Sn,8n) 1 Y(Sn,B) Ay

1 1 10 1 m

em que ¥y (s,-, s j) ¢ a semivariincia entre todos os pontos amostrados, ¥(s;, B) é a semivariancia
média entre os pontos amostrados e o bloco B que se deseja obter o valor médio da varidvel
aleatéria, A; sdo pesos de krigagem que serdo utilizados na equagao 9.1.

Como apresentado anteriormente, a grande complexidade da krigagem de blocos € obter
a semivariancia média entre os pontos amostrados e o bloco, ou seja, os valores de ¥(s;,B). O
objetivo deste trabalho € apresentar, em complemento e adicdo ao trabalho iniciado em Sousa
(2020), as formulas semivariancias médias entre pontos e blocos para modelos usuais na Geo-
estatistica, como o linear, esférico, pentaesférico, cibico, exponencial e gaussiano.

Autores como Clark (1979) apresentam um sistema de aproximacdo numérica para a
semivariancia média de um ponto e um bloco, definindo como funcao auxiliar para a krigagem
de blocos. Clark (1979) possui a limitacdo de obter o sistema somente para o modelo esférico,
o qual denomina-se como fungio H(/,b). J4 em Journel & Huijbregts (1976), os autores apre-
sentam um sistema de dbacos que modelam a semivaridncia média entre um ponto ¢ um bloco
para os modelos linear e esférico, e denominam as fun¢des como H(L,B). As duas representa-
coes apresentam limitagdes, pois obtém os resultados de forma numérica e somente para dois
modelos de semivariograma. Yamamoto & Landim (2015) e Yamamoto (2001), devido a com-
plexidade ou mesmo restricdo dos modelos, utilizam técnicas de aproximac¢ao numérica para
obter a média espacial de um fendmeno, como apresentado na Se¢do 7.1.1, técnicas essas que
ndo possuem as condi¢des precisas estabelecidas para a krigagem de blocos e, assim, ndo sao
um estimador exatamente 6timo. Os exemplos citados acima possuem limitacdes, pois traba-
lham com poucos modelos de semivariograma e apresentam resultados numéricos e limitados

de geometria da regido de trabalho.
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Como citado, este trabalho é um complemento ao realizado em Sousa (2020), onde
foram apresentados os modelos analiticos para a semivaridncia média em sistemas lineares, es-
féricos e pentaesférico. Tais resultados e a continuidade neste trabalho sdo importantes pois
possibilitam ao usudrio da krigagem de blocos obter a semivaridncia média para blocos retan-
gulares de qualquer dimensao e ndo sofrem das limitacdes geométricas apresentadas nos autores
citados anteriormente. Os modelos linear, esférico, pentaesférico, cubico, exponencial e gaus-
siano, sdo, segundo Yamamoto (2020), os principais modelos utilizados na Geoestatistica. Os
resultados obtidos neste trabalho sdo a evolucio e aperfeicoamento das limitacdes dos trabalhos
de Clark (1979), Journel & Huijbregts (1976) e Yamamoto & Landim (2015), eliminando o erro
numérico e a limitacdo geométrica do retdngulo em andlise.

Outro importante resultado € a implementagdo das equacdes obtidas em aplicacdo shiny
app, possibilitando o uso rdpido e prético dos resultados deste trabalho. A necessidade de uma
aplicacdo desse modelo € essencial para facilitar ao pesquisador a utilizacdo das técnicas da
krigagem de blocos e se trata de uma inovacdo quando comparado aos métodos apresentados
por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976), que utilizam tabelas e dbacos que possuem

limitagdes de utilizacao.
9.1 Resultados obtidos anteriormente para os modelos linear, esférico e pentaesférico

Os itens 9.1.1, 9.1.2 e 9.1.3 apresentam os resultados obtidos anteriormente em Sousa
(2020). E importante apresentar novamente os resultados anteriores com o intuito de reforcar e
condensar todos os resultados em um tnico trabalho.
9.1.1 Semivariograma médio para o modelo linear

O semivariograma linear foi apresentado na Secdo 4 e € mais uma vez descrito pela

equagao (9.3).

0, parah =0
7(h) = 9.3)

Co+a-h, parah>0
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Ao aplicarmos o modelo linear (9.3) na equagdo (7.9), temos que a semivariancia média

)

94)

do modelo linear, que estd apresentado na equagao (9.4).

Q+\/m L2

P

|PHVPEEQ?
Q

7@mm=%+%<z W+Q+

0

A demonstracdo de como obter o resultado da equagdo 9.4 pode ser obtida nos apéndices

de Sousa (2020).
9.1.2 Semivariograma médio para o modelo esférico
O semivariograma esférico foi apresentado na Secao 4 e é mais uma vez descrito pela

equacao (9.5).

0, parah =0

h A%
1,5- " -0,5- " ,para0 < h<a 9.5)

Co+Cy, parah>a

Y(h) =4 Co+C -

\

Ao aplicarmos o modelo esférico (9.5) na equacdo (7.9), temos que a semivariancia

média do modelo esférico, que estd apresentado na equacao (9.6).

0,25-C p2 5
7(S’B)Esf:C0+ p 1(2 P2_|_Q2+Q Q+\/TQ i
2 2. 02
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_ Y (7-P24+7.
a3 40 (7 + Q>+
. p4 2 2 3. 4 P P2 2
AL O Vit A A L 9.6)
40-Q P 40-P o

A demonstracdo de como obter o resultado da equagdo 9.4 pode ser obtida nos apéndices

de Sousa (2020).

9.1.3 Semivariograma médio para o modelo pentaesférico

O semivariograma pentaesférico foi apresentado na Se¢ao 4 e é mais uma vez descrito

pela equagdo (9.7).

0, parah =0
X h n\? h\°
P(h) =< Co+C;-[1,875-( = | —1,25- ” +0,375- " ,para0<h<a (9.7)
a

Co+Cy, parah>a

\

Ao aplicarmos o modelo pentaesférico (9.7) na equagdo (7.9), temos que a semivariancia

média do modelo esférico, que estd apresentado na equacao (9.8).

_ 025-C P2 P10
7(s,B)pens = Co + Ll2-VP 4@+ +—-In Q Q
a 0 P
2 |P++/P+ Q2
+ L o[PS wQ+Q>+
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125-C; |/P2+Q2 5 )
_ . A(7-P*+7-
) 0 ( +7-07) +
3P 10V 300 P++\/P2+ Q2 N
40-0 P 40-P 0
. \/ P2 2
a’ 336
(0375:Cy | 5P O+ VPRH QY 500 1P P2 402 9.8)
as 112-0Q P 112-P 0 '

A demonstrag¢do de como obter o resultado da equagd@o 9.4 pode ser obtida nos apéndices
de Sousa (2020).

Os resultados apresentados nos itens 9.1.1, 9.1.2 e 9.1.3 foram obtidos em Sousa (2020)
e ja sdo um avanco em relagdo a constru¢do da semivaridncia média em krigagem de blocos.
Com as equagdes (9.4), (9.6) e (9.8) é possivel obter a semivaridncia média entre um ponto e

um bloco retangular de qualquer dimensdo de forma precisa e analitica.

9.2 Resultados para os modelos cibico, exponencial e gaussiano

Os itens 9.2.1, 9.2.2 € 9.2.3 apresentam os resultados para a semivariancia média entre

um ponto e um bloco para os modelos cubicos, exponencial e gaussiano, que sdo parte dos

objetivos descritos inicialmente nesse trabalho.

9.2.1 Semivariograma médio para o modelo cibico

O semivariograma cubico foi apresentado na Se¢do 4 e € mais uma vez descrito pela

equacdo (9.9).
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0, parah =0

h\2 h\’ n\’ n\’
7.(_) —8,75-(—) +3,5-(—> —0,75-(—) ,para0<h<a
a a a a

Co+Cy, parah>a

Y(h) = Co+C: -

9.9)

Ao aplicarmos o modelo cuibico (9.9) na equacdo (7.9), temos como resultado a semiva-

riancia média do modelo cubico, que estd apresentada na equacao (9.10).

. V(P2+02)° 7.
+7 Cim (P2 +Q?%) 7-Cy \/WQz_(S.IE,szS.Qz)Jr

2 4.P-Q-a3 32-d3

21-Cy-0* n VPE+0%2+Q +21~C1-P4 n VPE+02+0 N
32-P-a3 0 32.Q.a3 P

7
15-Cim \/ (P2+0?) JRERS! \/P2+Q2(7-P2+7-Q2)+

28 P-Q-a’ 224 a’
45-C-P* VPP 40740 _|_45‘C1'Q4 | VP A+ +P|
224-0-a’ P 224.P-ad 0
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- \J(PP+0Y ¢ \/P2+Q2-(18-Q4+18-P4+20~P2-Q2)+

12 PQO-d 576 a’

In

5-C\P° VP2 + Q2 5:Cr-Q°
1 ln‘ +PQ +Q‘_ 1-Q° 9.10)

192.0-a7 192.P-47

WH-Q‘
Q

A demonstracdo ndo serd apresentada por ser extensa, de exemplo somente serd apre-

sentada a demonstragdo para o modelo exponencial.
9.2.2 Semivariograma médio para o modelo exponencial

O semivariograma exponencial foi apresentado na Sec@o 4 e é mais uma vez descrito

pela equagdo (9.11).

0, parah=0
(@
J(h) =< Co+Ci-|1—e \4/) | para0<h<a 9.11)

Co+Cy, parah>a

\

Ao aplicarmos o modelo exponencial (9.11) na equacdo (7.9), temos como resultado a

semivariancia média do modelo exponencial, que esta apresentada na equacao (9.12).

VPt

_ n-C P2+Q2 ) ) 5 5 I
Hs Bl =CotCit g po =5 —d+(@ra VP i) e @ |y
w- (P*+ Q%)

4.P.-Q
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C M- (—1)m vV P2+Q? P
+ ! Z (=1) / arccos <—> W dn
P h

P-Q = m! -a®m

ci Mo(=nm VP O\ it
—l-}TQ-mX::Om-/Q arccos | W dh 9.12)

Observa-se que a equacgdo 9.12 ainda apresenta uma limitacao na resolugdo de parte das
integrais do sistema, levando 2 necessidade de aproxima-las em determinado trecho. E natural
supor que essa aproximacdo mantenha um componente numérico na solu¢do do problema o
que de fato ocorre. Entretanto, trata-se de um resultado que n@o se encontra descrito em ou-
tras literaturas. Ademais, ao implementar esse modelo em um aplicativo Shiny App, obtém-se
com precisdo os valores decorrentes da aproximagao numérica, possibilitando o célculo da se-
mivariancia média entre um ponto € um bloco retangular de qualquer dimensdo para o modelo
exponencial.

A demonstragao de como obter o resultado da equacdo 9.12 pode ser vista no apéndice
A. Somente é apresentado neste trabalho a demonstracdo da semivaridncia média entre um
ponto e um bloco para o modelo exponencial, por se tratar da demonstragdo mais simples dentre
as trés apresentadas neste trabalho. O apéndice tem intuito somente de demonstrar o conceito

da aplica¢do da técnica.

9.2.3 Semivariograma médio para o modelo gaussiano

O semivariograma gaussiano foi apresentado na Secdo 4 e é mais uma vez descrito pela

equacdo (9.13).

0, parah=0
h 2
(h) =< Co+Cy- [1—e <a> ,para0 <h<a (9.13)

Co+Cy, parah>a
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Ao aplicarmos o modelo gaussiano (9.13) na equagdo (7.9), temos como resultado a

semivariancia média do modelo gaussiano, que estd apresentada na equacao (9.14).

P2+Q2

= (P2 2
<P2+Q2)—a2+a2-e a? A TY) (P +Q>

4.P-Q

_ n-C
B = .
(s B)oa = Co+Ci+ 3755

c ¥ o(—nm VP P
+ L. Z (=1) / arccos (—) R gp
P h

P-Q = m!-a®m

_|_

c Moy VP2
P-Q'Z ./Q

arccos <%) R gn (9.14)
m=0

m!-a%m

Observe-se que a equacgao 9.14 ainda apresenta uma limitacao na resolugao de parte das
integrais do sistema, levando 2 necessidade de aproxima-las em determinado trecho. E natural
supor que essa aproximacdo mantenha um componente numérico na solu¢do do problema o
que de fato ocorre. Entretanto, trata-se de um resultado que n@o se encontra descrito em ou-
tras literaturas. Ademais, ao implementar esse modelo em um aplicativo Shiny App, obtém-se
com precisdo os valores decorrentes da aproximag¢do numérica, possibilitando o célculo da se-
mivariancia média entre um ponto e um bloco retangular de qualquer dimensao para o modelo
gaussiano.

A demonstracdo ndo serd apresentada por ser extensa. De exemplo somente seréd apre-

sentada a demonstra¢do para o modelo exponencial.
9.3 Tabelas auxiliares para semivariancia média

De forma semelhante a apresentada por Clark (1979) e Journel & Huijbregts (1976),
que apresentam tabelas e dbacos para limitados modelos, utilizando as equagdes encontradas
para cada um dos modelos, € possivel obter as tabelas auxiliares para cada modelo. Estas sdo
apresentadas as tabelas 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.5 e 9.6. Ressalta-se que em Clark (1979) e Journel

& Huijbregts (1976) se encontram somente a tabela auxiliar para o modelo esférico.



Tabela 9.1 — Tabela auxiliar para semivariancias médias de um modelo linear

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 | 0,0765 | 0,1186 | 0,1646 | 0,2122 | 0,2605 | 0,3092 | 0,3583 | 0,4075 | 0,4569 | 0,5064
0,2 | 0,1186 | 0,1531 | 0,1936 | 0,2373 | 0,2827 | 0,3293 | 0,3765 | 0,4243 | 0,4725 | 0,5209
0,3 | 0,1646 | 0,1936 | 0,2296 | 0,2695 | 0,3119 | 0,3559 | 0,4012 | 0,4472 | 0,4939 | 0,5411
0.4 | 02122 | 0,2373 | 0,2695 | 0,3061 | 0,3456 | 0,3872 | 0,4304 | 0,4746 | 0,5197 | 0,5655
0,5 | 0,2605 | 0,2827 | 0,3119 | 0,3456 | 0,3826 | 0,4219 | 0,4629 | 0,5054 | 0,5489 | 0,5932
0,6 | 0,3092 | 0,3293 | 0,3559 | 0,3872 | 0,4219 | 0,4591 | 0,4983 | 0,5389 | 0,5809 | 0,6238
0,7 | 0,3583 | 0,3765 | 0,4012 | 0,4304 | 0,4629 | 0,4983 | 0,5356 | 0,5747 | 0,6151 | 0,6566
0,8 | 0,4075 | 04243 | 0,4472 | 0,4746 | 0,5054 | 0,5389 | 0,5747 | 0,6122 | 0,6511 | 0,6913
0,9 | 0,4569 | 0,4725 | 0,4939 | 0,5197 | 0,5489 | 0,5809 | 0,6151 | 0,6511 | 0,6887 | 0,7276
1,0 | 0,5064 | 0,5209 | 0,5411 | 0,5655 | 0,5932 | 0,6238 | 0,6566 | 0,6913 | 0,7276 | 0,7652

Fonte: o autor.
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Tabela 9.2 — Tabela auxiliar para semivariancias médias de um modelo esférico com alcance e

contribui¢do unitdria

P/Q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 | 0,1144 | 0,1766 | 0,2431 | 0,3097 | 0,3744 | 0,4360 | 0,4936 | 0,5462 | 0,5930 | 0,6333
0.2 | 0,1766 | 0,2270 | 0,2851 | 0,3455 | 0,4056 | 0,4636 | 0,5181 | 0,5682 | 0,6128 | 0,6511
0,3 | 0,2431 | 0,2851 | 0,3358 | 0,3902 | 0,4452 | 0,4989 | 0,5498 | 0,5968 | 0,6386 | 0,6744
0.4 | 0,3097 | 0,3455 | 0,3902 | 0,4390 | 0,4891 | 0,5385 | 0,5856 | 0,629 | 0,6677 | 0,7007
0,5 | 0,3744 | 0,4056 | 0,4452 | 0,4891 | 0,5346 | 0,5792 | 0,6230 | 0,6628 | 0,6982 | 0,7280
0,6 | 04360 | 0,4636 | 0,4989 | 0,5385 | 0,5798 | 0,6209 | 0,6602 | 0,6965 | 0,7284 | 0,7550
0,7 | 0,4936 | 0,5181 | 0,5498 | 0,5856 | 0,6230 | 0,6602 | 0,6958 | 0,7285 | 0,7570 | 0,7803
0,8 | 0,5462 | 0,5682 | 0,5968 | 0,6290 | 0,6628 | 0,6965 | 0,7285 | 0,7576 | 0,7827 | 0,8026
0,9 | 0,5930 | 0,6128 | 0,6386 | 0,6677 | 0,6982 | 0,7284 | 0,7570 | 0,7827 | 0,8044 | 0,8209
1,0 | 0,6333 | 0,6511 | 0,6744 | 0,7007 | 0,7280 | 0,7550 | 0,7803 | 0,8026 | 0,8209 | 0,8342

Fonte: o autor.

A tabela apresentada por Clark (1979) pode ser encontrada no apéndice B, sendo essa

a unica modelagem de semivariancia média presente na literatura. E importante comparar os

resultados da tabela 9.2 e se observar a igualdade dos resultados obtidos por Clark (1979).
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Tabela 9.3 — Tabela auxiliar para semivariancias médias de um modelo pentaesférico com al-
cance e contribui¢do unitdria

P/Q 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 | 0,1139 | 0,1748 | 0,2376 | 0,2976 | 0,3520 | 0,3994 | 0,4387 | 0,4694 | 0,4919 | 0,5068
0,2 | 0,1748 | 0,2233 | 0,2774 | 0,3308 | 0,3802 | 0,4235 | 0,4594 | 0,4874 | 0,5075 | 0,5204
0,3 | 0,2376 | 0,2774 | 0,3236 | 0,3704 | 0,4142 | 0,4526 | 0,4844 | 0,5088 | 0,5258 | 0,5359
04 | 0,2976 | 0,3308 | 0,3704 | 0,4109 | 0,4491 | 0,4826 | 0,5100 | 0,5304 | 0,5439 | 0,5511
0,5 | 0,3520 | 0,3802 | 0,4142 | 0,4491 | 0,4820 | 0,5106 | 0,5335 | 0,5499 | 0,5598 | 0,5637
0,6 | 0,3994 | 0,4235 | 0,4526 | 0,4826 | 0,5106 | 0,5346 | 0,5531 | 0,5656 | 0,5718 | 0,5726
0,7 | 04387 | 0,4594 | 0,4844 | 0,5100 | 0,5335 | 0,5532 | 0,5676 | 0,5762 | 0,5790 | 0,5767
0,8 | 0,4694 | 0,4874 | 0,5088 | 0,5304 | 0,5499 | 0,5656 | 0,5762 | 0,5813 | 0,5809 | 0,5758
09 | 0,4919 | 0,5075 | 0,5258 | 0,5439 | 0,5598 | 0,5718 | 0,5790 | 0,5809 | 0,5777 | 0,5701

1,0 | 0,5068 | 0,5204 | 0,5359 | 0,5511 | 0,5637 | 0,5726 | 0,5767 | 0,5758 | 0,5701 | 0,5606
Fonte: o autor.

Tabela 9.4 — Tabela auxiliar para semivariancias médias de um modelo cubico com alcance e
contribui¢do unitdria

P/Q 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1.0

0,1 | 0,0412 | 0,0943 | 0,1688 | 0,2542 | 0,3416 | 0,4249 | 0,5005 | 0,5676 | 0,6278 | 0,6847
0,2 | 0,0943 | 0,1435 | 0,2135 | 0,2942 | 0,3772 | 0,4565 | 0,5286 | 0,5927 | 0,6506 | 0,7058
0,3 | 0,1688 | 0,2135 | 0,2776 | 0,3519 | 0,4287 | 0,5023 | 0,5694 | 0,6294 | 0,6841 | 0,7369
0.4 | 0,2542 | 0,2942 | 0,3519 | 0,4192 | 0,4889 | 0,5559 | 0,6174 | 0,6727 | 0,7238 | 0,7740
0,5 | 0,3416 | 0,3772 | 0,4287 | 0,4889 | 0,5516 | 0,6119 | 0,6676 | 0,7184 | 0,7661 | 0,8140
0,6 | 0,4249 | 0,4565 | 0,5023 | 0,5559 | 0,6119 | 0,6663 | 0,7167 | 0,7635 | 0,8084 | 0,8547
0,7 | 0,5005 | 0,5286 | 0,5694 | 0,6174 | 0,6676 | 0,7167 | 0,7623 | 0,8066 | 0,8497 | 0,8952
0,8 | 0,5676 | 0,5927 | 0,6294 | 0,6727 | 0,7184 | 0,7635 | 0,8066 | 0,8484 | 0,8906 | 0,9361
0,9 | 0,6278 | 0,6506 | 0,6841 | 0,7238 | 0,7661 | 0,8084 | 0,8497 | 0,8906 | 0,9328 | 0,9788

1,0 | 0,6847 | 0,7058 | 0,7369 | 0,7740 | 0,8140 | 0,8547 | 0,8952 | 0,9361 | 0,9788 | 1,0252
Fonte: o autor.
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Tabela 9.5 — Tabela auxiliar para semivariancias médias de um modelo exponencial com al-

cance e contribui¢do unitdria

P/Q 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,1 | 0,0733 | 0,1107 | 0,1492 | 0,1865 | 0,2221 | 0,2558 | 0,2877 | 0,3178 | 0,3462 | 0,3729
0,2 | 0,1107 | 0,1405 | 0,1736 | 0,2071 | 0,2399 | 0,2716 | 0,3018 | 0,3305 | 0,3577 | 0,3835
0,3 | 0,1492 | 0,1736 | 0,2022 | 0,2321 | 0,2620 | 0,2913 | 0,3196 | 0,3467 | 0,3726 | 0,3972
04 | 0,1865 | 0,2071 | 0,2321 | 0,2588 | 0,2860 | 0,3130 | 0,3394 | 0,3649 | 0,3893 | 0,4127
0,5 | 0,2221 | 0,2399 | 0,2620 | 0,2860 | 0,3109 | 0,3357 | 0,3602 | 0,3841 | 0,4072 | 0,4293
0,6 | 0,2558 | 0,2716 | 0,2913 | 0,3130 | 0,3357 | 0,3587 | 0,3815 | 0,4038 | 0,4255 | 0,4465
0,7 | 0,2877 | 0,3018 | 0,3196 | 0,3394 | 0,3602 | 0,381 | 0,4027 | 0,4236 | 0,4441 | 0,4639
0,8 | 0,3178 | 0,3305 | 0,3467 | 0,3649 | 0,3841 | 0,4038 | 0,4236 | 0,4436 | 0,4625 | 0,4812
09 | 0,3462 | 0,3577 | 0,3726 | 0,3893 | 0,4072 | 0,4255 | 0,4441 | 0,4625 | 0,4806 | 0,4983
1,0 | 0,3729 | 0,3835 | 0,3972 | 0,4127 | 0,4293 | 0,4465 | 0,4639 | 0,4812 | 0,4806 | 0,5150

Fonte: o autor.

Tabela 9.6 — Tabela auxiliar para semivariancias médias de um modelo gaussiano com alcance

e contribui¢c@o unitdria

P/Q 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0

0,1 | 0,0066 | 0,01646 | 0,0324 | 0,0540 | 0,0805 | 0,1110 | 0,1448 | 0,1807 | 0,2179 | 0,2557
0,2 | 0,01646 | 0,0262 | 0,0419 | 0,0634 | 0,08996 | 0,1198 | 0,1532 | 0,1887 | 0,2256 | 0,2630
0,3 | 0,0324 | 0,0262 | 0,0419 | 0,0634 | 0,0896 | 0,1198 | 0,1532 | 0,1887 | 0,2256 | 0,2630
0,4 | 0,0540 | 0,0419 | 0,0634 | 0,0991 | 0,1244 | 0,1534 | 0,1855 | 0,2197 | 0,2552 | 0,2912
0,5 | 0,0805 0,0634 | 0,0896 | 0,1244 | 0,1489 | 0,1771 | 0,2083 | 0,2416 | 0,2761 | 0,3110
0,6 | 01110 | 0,08996 | 0,1198 | 0,1534 | 0,1771 | 0,2045 | 0,2346 | 0,2668 | 0,3001 | 0,3339
0,7 | 0,1448 | 0,1198 | 0,1532 | 0,1855 | 0,2083 | 0,2346 | 0,2636 | 0,2946 | 0,3266 | 0,3591
0,8 | 0,1807 | 0,1532 | 0,1887 | 0,2197 | 0,2416 | 0,2668 | 0,2946 | 0,3242 | 0,3549 | 0,3860
09 | 02179 | 0,1887 | 0,2256 | 0,2552 | 0,2761 | 0,3001 | 0,3266 | 0,3549 | 0,3842 | 0,4139
1,0 | 0,2557 | 02256 | 0,2630 | 0,2912 | 0,3110 | 0,3339 | 0,3591 | 0,3860 | 0,4139 | 0,4423

Fonte: o autor.

As tabelas 9.1 a 9.6 s@o entdo resultados que se acrescentam ao trabalho de Clark (1979)

e Journel & Huijbregts (1976). A seguir, no item 9.3.1, com intuito de compreensao, sdo apre-

sentadas a utilizacdo dessas tabelas auxiliares.
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9.3.1 Utilizacao das tabelas auxiliares

Nesse caso, serd apresentado a utilizac@o especificamente da tabela 9.2. Utiliza-se um
fendmeno ficticio apresentado por Clark (1979). Vamos supor um fendmeno esférico, com
efeito pepita igual a 100, contribui¢do igual a 700 e alcance igual a 100, e o bloco que ire-
mos trabalhar possui 40 por 30 metros. As tabelas sdo ponderadas por contribuicdo e alcance

unitdrio. Sendo assim, deve-se transformar os dados de entrada para se utilizar a tabela.

P 30
21003
(0] 40
=E=—=04
a 100 0,

Logo, os valores utilizados para a insercao na tabela € de 0,3 e 0,4. Utilizando a tabela
do modelo esférico 9.2, o valor da semivariancia média € de 0,3902. Assim consegue-se entao

calcular a semivariancia média desse modelo para esse bloco, representada na equacao (9.15).

¥(s,B) =Co+Ci-H(P,Q) 9.15)

Sendo P e Q os lados do bloco, Cj o efeito pepita e C; a contribui¢ao do semivariograma

do fendmeno, a semivariancia média entre o ponto e o bloco B € dado pela equacio (9.16).

7(s,B) = 1004700 - 0,3902 (9.16)

Nesse exemplo, ao utilizarmos as tabelas auxiliares, tem-se a semivariancia média entre

um ponto e o bloco apresentado pela equacdo (9.17), ou seja,

7(s,B) = 373,14 9.17)

A obtenc¢do de novas tabelas auxiliares € um avanco em relagdo aos trabalhos de Clark

(1979) e Journel & Huijbregts (1976). Sdo resultados que aumentam a possibilidade para a uti-
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liza¢do de novos modelos na krigagem de blocos. Ao utilizarmos as tabelas auxiliares, mesmo
que com esses resultados se possa obter a semivariancia média para modelos antes ndo obtidos,
existe a limitacdo da utilizagdo dessas tabelas para dimensdes de blocos especificos. Na Se-
cdo 9.4 4 apresentado a evolucao das tabelas auxiliares para a obtencdo da semivariancia média

entre um ponto e um bloco, para quaisquer dimensdes de blocos.

9.4 Aplicacao em Shiny App

A obtencao das equacdes da semivariancia média sao de grande validade para o cdlculo
de médias espaciais. O entendimento dessa necessidade possibilita a utilizagdo da krigagem
de blocos de forma precisa. Duas hipéteses de utilizagdo sdo as tabelas auxiliares descritas
por Clark (1979) e os dbacos apresentados por Journel & Huijbregts (1976). Porém, estes
possuem limita¢des pois nao apresentam diversidade de dimensdes em seu célculo e de modelos
de semivariogramas.

As equacdes encontradas para os modelos linear, esférico, pentaesférico, cibico, expo-
nencial e gaussiano sdo equagdes extensas e, assim, surge a necessidade de facilitar a utiliza¢ao
desses resultados pelo usudrio em seu cotidiano. A utilizacao de aplicacdes em Shiny App para
andlise estatistica traz diversas vantagens, tanto para profissionais de dados quanto para pesqui-
sadores e estudantes. A plataforma permite a criacdo de interfaces web interativas e dindmicas
que facilitam a exploracdo dos resultados obtidos. Na Se¢do 9.4.1 € apresentada a Calculadora

de Semivariancia Média para os modelos determinados neste trabalho.

9.4.1 Calculadora de semivariiancia média

As equacdes (9.4), (9.6), (9.8), (9.10), (9.12) e (9.14) sdo resultados precisos para a ob-
tencdo da semivariancia média entre um ponto e um bloco retangular, mas possuem a complexi-
dade de serem extensas, criando uma situacdo laboriosa em aplicagdes cotidianas. Utilizando a
linguagem de programagado R Core Team (2025) e a aplicacdo em Shiny App Chang et al. (2024)
€ possivel construir para o usudrio uma interface que facilita o uso dos resultados obtidos neste
trabalho.

A figura 9.2 apresenta a interface que o usudrio recebe ao executar o aplicativo em seu

navegador.
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Figura 9.2 — Interface do aplicativo - Calculadora de semivariancia média

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes
Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

Dimenséo P do bloco:

1

Dimens&o Q eo bloco:

1

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:

Linear v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

1

Valor do alcance (a):

1

Fonte: o autor.

Na Figura 9.2, € possivel observar que se tem uma interface simples para o usudrio,
apresentando cada etapa da utiliza¢do do aplicativo desenvolvido. Ja na Figura 9.3 € possivel
observar destacado em vermelho o local em que o usudrio ird inserir a dimensao do bloco
retangular, independente de posi¢cdo do bloco. O aplicativo ndo faz distingdo se a dimensao P

ou Q é maior, basta inserir os dois lados do retangulo.

Figura 9.3 — Locais de insercao dos lados dos retangulo em andlise - Calculadora de semivari-
ancia média

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes
Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:
Q:

Dimenséo P do bloco:

1

Dimens&o Q eo bloco:

1

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:

Linear v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

1

Valor do alcance (a):

1

Fonte:o autor.
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Ja na Figura 9.4 o usudrio ird determinar os parametros do modelo de semivariograma
daquele fendmeno, podendo selecionar os modelos linear, esférico, pentaesférico, ctbico, ex-
ponencial e gaussiano. Apds selecionar os modelos, preencher os parametros do modelo com
os valores do efeito pepita (Cp), da contribui¢do (Cy) e do alcance (a). Pode-se observar esse

local na tela do aplicativo e destacado em verde na Figura 9.4.

Figura 9.4 — Locais de insercao dos modelos de semivariograma - Calculadora de semivariancia
média

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia media Informagdes
Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

Dimenséo P do bloco:

1

Dimens&o Q eo bloco:

1

Selecione o modelo e insira os parametros:

Selecione o Modelo:

Linear v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

1

Valor do alcance (a):

1

Fonte: o autor.

Na figura 9.5 tem-se destacado em azul, o local em que o usudrio ird observar o resultado

obtido da semivariancia média entre um ponto e um bloco retangular.
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Figura 9.5 — Resultado para semivaridncia média entre um ponto e um bloco retangular - Cal-
culadora de semivariancia média

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

Dimenséo P do bloco:

1

Dimens&o Q eo bloco:

1

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:

Linear v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

1

Valor do alcance (a):

1

Fonte: o autor.

Como exemplo vamos simular um bloco de dimensdo 0,4m por 0,5m, que segue o
modelo esférico no fendmeno a analisar, com efeito pepita nulo e contribuicdo e alcance de
uma unidade. Esse exemplo € utilizado pois € o0 mesmo apresentado nas tabelas de aproxima-
cdo apresentadas por Clark (1979). Podemos ver destacado na Figura 9.6 que o resultado da
semivariancia média do bloco com as dimensdes e semivariograma citados é de 0,489167.

Em vermelho se destaca a dimensao do bloco, em verde os pardmetros do modelo e em
azul se observa o resultado obtido. Caso fosse ser realizado de forma manual, seria inserido
esses parametros na equacao (9.6), o que iria gerar um trabalho matemético que, apesar de
ndo ser complexo, demanda tempo maior para a solu¢do da equagdo do que na utilizagdo do

aplicativo.
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Figura 9.6 — Resultado obtido - Calculadora de semivaridncia média

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informacdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 0.489167

Dimenséo P do bloco:

05

Dimens&o Q eo bloco:

04

Selecione o modelo e insira os parametros:

Selecione o Modelo:

Esférico v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

1

Valor do alcance (a):

1

\
Fonte:o autor.

O resultado apresentado por Clark (1979) € igual a 0,489, o qual pode ser obtido na
Figura 1 do apéndice B, porém como discutido na secdo 9, os resultados apresentados pela
autora possuem limitacdes de dimensdes e € apresentado somente para o modelo esférico. O
aplicativo desenvolvido possibilita a utilizagdo de qualquer valor para dimensao do bloco e se
aplica aos modelos linear, esférico, pentaesférico, ctibico, exponencial e gaussiano, o que passa
a ser um avango na construcao da semivariancia média.

Voltamos ao exemplo abordado ao final da Secao 9.3, um fendmeno esférico, com efeito
pepita igual a 100, contribui¢do igual a 700 e alcance igual a 100, e o bloco que iremos trabalhar
possui 40 por 30 metros. Ao inserir os dados no aplicativo, podemos observar na Figura 9.7 que
o resultado obtido pelo aplicativo de 373,158708. Essa solucdo € mais simples de ser obtida
quando comparamos com a utilizac¢do da tabela 9.2 ou da equacdo (9.6), facilitando ao usuario

a obtencdo da semivariancia média entre um ponto e um bloco retangular.
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Figura 9.7 — Comparacdo com a utilizag¢@o das tabelas auxiliares

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes
Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:
Q:

A semivarincia média para o modelo e o bloco é: 373.158708
Dimenséo P do bloco:

30
Dimens&o Q eo bloco:

40

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:
Esférico v
Valor do efeito pepita (C0):
100
Valor da contribuigao (C1):
700
Valor do alcance (a):

100

Fonte: o autor.

A utilizag@o do aplicativo € a sustentagdo dos resultados apresentados de forma analitica
para uma situag@o voltada a pratica cotidiana do usudrio, facilitando o acesso aos resultados em

qualquer situacao e retirando a limitacao das dimensdes dos blocos retangulares.
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10 EXEMPLOS PRATICOS

Esta secdo tem o intuito de apresentar ao leitor como se utiliza os resultados apresen-
tados na se¢do 9 para se obter a semivaridncia média entre um ponto e um bloco retangular e
posteriormente a média espacial da varidvel aleatoria. S@o utilizados dados obtidos por Clark

(1979) e Clark & Harper (2000).

10.1 Exemplo pratico 1

O exemplo apresentado a seguir foi obtido em Clark (1979), no qual a autora apresenta
a resolucdo completa em um segundo livro Clark & Harper (2000), no qual em uma situag@o
hipotética, onde sdo coletados dois dados, nas posigdes s € s5. Esses dados correspondem a
concentracdes de ferro em uma superficie. O primeiro ponto possui 44, 1 % de ferro na amostra
e o segundo ponto possui 40,6 % de ferro na amostra e o bloco retangular apresenta dimensoes
de 50m por 50m. Uma observacdo € necessaria nesse ponto: € que o bloco ndo possui a neces-
sidade de ser quadrado e pode ser um retangulo. Neste caso em especifico € um quadrado, que
¢ um retangulo de lados iguais, o que pode ser visualizado na Figura 10.1. Este exemplo € ado-
tado justamente por ser um dos poucos que sdo apresentados na literatura, de como se utilizar
o método de forma completa. Nesse caso serd utilizado os resultados obtidos e apresentados na
secdo 9 com o intuito de fixar o contetido apresentado de forma simples.

A questdo principal desse problema e de todo este trabalho é: se possuimos os pontos
§1 € § que sdo amostras de uma variavel aleatéria Z (s;), que tem seu dominio em um bloco
retangular B, considerando a espacialidade dos dados, qual o valor médio da varidvel aleat6-
ria dentro do bloco em estudo? Esse questionamento serd apresentado abaixo utilizando os

resultados obtidos em todo este trabalho.
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Figura 10.1 — Defini¢ao do bloco e duas amostras amostras coletadas

R/l - --------=-===c=======

Fonte: Clark (1979)

Na tabela 10.1 tém-se as coordenadas (x,y) no eixo cartesiano de cada um dos pontos

coletados, bem como os valores coletados, os pontos z(s;).

Tabela 10.1 — Tipos de indexag¢do e a varidvel em um processo espacial

Ponto s; | Coordenada x (m) | Coordenada y (m) | z(s;) (%Fe)
51 330 320 44,1

S2 335 310 40,6
Fonte: Clark (1979)

Clark (1979) apresenta que o modelo de semivariograma estimado para o fendmeno € o
esférico, e sua representacdo se dd pela equacao (10.1). Métodos para modelagem do semivari-
ograma podem ser vistos em Scalon (2024) e os critérios adotados para o exemplo s@o expostos
em Clark (1979) e em Clark & Harper (2000). Neste trabalho tem-se o foco de demonstrar com

maior énfase a parte relacionada a semivariancia média entre os pontos e o bloco.

0, parah =0
¥(h) =1 24. 1511—05_6— para 0 < h < 120m (10.1)
Y1200 T 1203

24, parah > 120m
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Utilizando os conceitos de distincia entre pontos e com a equagdo (10.1), é possivel

obter o valor da semivariancia entre cada par de ponto. Na tabela 10.2 apresenta-se o resultado

obtido.

Tabela 10.2 — Distincia entre os pontos e semivariancia para krigagem

Pontos s;

Distancia (m)

Semivariancia

§1€82

11,180339

3,3443968

Fonte: o autor.

Ap0s a obtengdo dos valores de semivariancia, utilizando a equagdo (7.3) e substituindo

os valores, temos o seguinte sistema matricial (10.2).

0 3,3443968 1
3,3443968 0 1
1 1 0

-4 —1

’}_/(slaB)

Y(s2,B)

u

(10.2)

Observe que tem-se a necessidade de se obter a semivariancia média entre o ponto 1 e

o bloco retangular e o ponto 2 e o bloco retangular. Abaixo se apresenta de forma detalhada

a utilizacdo dos resultados apresentados em 9, que cria a possibilidade de se obter a média

espacial do fendbmeno.

10.1.1 Semivariancia média entre s; e o bloco B

Para se obter a semivariancia média entre o ponto s € o bloco B pode-se utilizar a equa-

¢d0 (9.6). A equacdo possui a complexidade de se utilizar varios termos. Assim, a utilizagdao do

aplicativo apresentado na secdo 9.4, facilita para a obtencdo dos resultados. O ponto s € vér-

tice de quatro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-blocos,

como se apresenta na Figura 10.2.
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Figura 10.2 — Divisdo do bloco e a amostra s

S50m
B i Bj 30m
50m i
—————————————— OSt-------
By 1 B4 20m
30m  20m

Fonte: Clark & Harper (2000)

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal. Assim,

_ 30-30- ¥(s1,B1) +20-30-7(s1,B2) +30-20- ¥(s1,B3) +20-20- ¥(s1,Ba)

30-30-6,769165+-20-30-5,735168 +-30-20-5,735168 +-20-20-4,556331

Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando o
aplicativo apresentado no item 9.4 e pode ser conferido no apéndice C, facilitando o uso, sem
a necessidade da utilizacdo de tabelas auxiliares ou mesmo a conversao das regides em regides
genéricas. Tem-se entdo que a semivariancia entre o ponto §; € o bloco B apresentada na

equacao (10.3).

¥(s1,B) =5,918793 (10.3)
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10.1.2 Semivariancia média entre s, e o bloco B

Para se obter a semivariancia média entre o ponto s, € o bloco B pode-se utilizar a equa-
¢do (9.6). A equacdo possui a complexidade de se utilizar varios termos. Assim, a utilizacdo
do aplicativo apresentado na secdo 9.4, a obtencdo dos resultados. O ponto s, € vértice de qua-
tro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-blocos, como se

apresenta na Figura 10.3.

Figura 10.3 — Divisdo do bloco e a amostra sy

50m
B 3 B3 40m
50m |
................ o5r----||
B By || 10m
35m C15m

Fonte: Clark & Harper (2000)

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal. Assim,

_ 35-40-¥(s2,B1) +35-10-7(s2,B2) +40-15-¥(s9,B3) + 15-10- ¥(s2,B4)

35-40-8,388365+35-10-5,5669534-40-15-6,579605 +15-10-2,895135
50-50

¥(s2,B) =

Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando o
aplicativo apresentado no item 9.4 e pode ser conferido no apéndice C, facilitando o uso, sem

a necessidade da utilizacdo de tabelas auxiliares ou mesmo a conversao das regides em regides
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genéricas. Tem-se entdo que a semivariancia entre o ponto §p € o bloco B apresentada na

equacao (10.4).

V(sy,B) = 7,229671 (10.4)

10.1.3 Valor médio da variavel aleatéria no bloco B para o exemplo 1

As semivariancias obtidas nos itens 10.1.1 e 10.1.2 s6 foram possiveis de serem obtidas
pelos resultados apresentados na se¢do 9 e de maneira simples, devido ao aplicativo apresentado
na secdo 9.4. As imagens dos resultados obtidos pelo aplicativo sdo demonstrados no apéndice
C.

Ao atualizarmos a equacdo (10.2) com as semivaridncias médias entre os pontos € o
bloco, temos a equacdo matricial (10.5) para solucionar e obter os valores dos pardmetros A;,

ou seja,

- - -1 - - - -

0 3,3443968 1 5,918793 M
3,3443968 0 1| 7 |7,229671| = | A (10.5)
1 1 0 1 m

A solucdo desse sistema na equacdo (10.6).

A 0,695996

A | = 10,304004 (10.6)

I 4,902030

Relembrando a equacdo da krigagem de blocos descrita na equacdo (9.1) e apresentada

novamente na equagao (10.7).
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N N
Z(B)=) Ai-z(si) (10.7)
i=1

em que N é o nimero de valores coletados z(s;) e 4; s3o os pesos associados a cada
valor. Assim podemos solucionar e obter o valor médio da varidvel aleatéria no bloco B, temos
os valores coletados e os pardmetros A;. Nesse caso, ao expandir a equagdo (10.7) temos a

equacao (10.8),
Z(B) =M1 -z(s1) +2A2-2(s2) (10.8)
Substituindo os valores das amostradas coletadas e os valores dos pesos de krigagem da
equacdo (10.6), temos a resolugdo apresentada pela equagdo (10.9), ou seja,

Z(B) = 0,695996-44, 1 +0,304004 - 40,6 (10.9)

Sendo assim, temos que para a varidvel aleatéria desse fenomeno no bloco retangular B,

a média espacial da varidvel aleatéria é apresentada na equacao (10.10).

7 (B) = 43,0359 %Fe (10.10)

Ressalta-se que esse resultado € diferente da média convencional, pois a média apre-
sentada na equagdo (10.10) € obtida por um estimador 6timo, considerando a espacialidade do

fendomeno.
10.2 Exemplo pratico 2
O exemplo apresentado a seguir foi obtido de Clark (1979). A autora apresenta a reso-

lucdo completa em um segundo livro Clark & Harper (2000), no qual define em uma situacao

hipotética, que os cinco dados s@o coletados nas posicoes 1, §2, 3, §4 € §5. Esses dados cor-



87

respondem a concentragdo de urdnio, em partes por milhdo, em cada ponto. Queremos estimar
o valor médio da concentragdao de urdnio em um bloco de lados P =30 m e Q = 60 m, nessa
regido. Vamos denominar esse bloco como bloco B, com centro nas coordenadas x =4120m e
y=2325 m , conforme apresentado na Figura 10.4. Esse exemplo € particularmente interessante
quando comparando ao apresentado no item 10.1, pois dessa vez tem-se pontos fora do bloco.
A média do bloco pode ser predita com pontos também fora da sua regido, a espacialidade do

fenbmeno ocorre também fora do bloco B.

Figura 10.4 — Defini¢do do bloco e cinco amostras coletadas

oS3
60m

I y
r 1

|
|
|
|
oS5 30m| - ety ®52
1
| [ 13}
|
|

0S54

Fonte: Clark (1979)

Na tabela 10.3 tém-se as coordenadas (x,y) no eixo cartesiano de cada um dos pontos

coletados, bem como os valores coletados z(s;).

Tabela 10.3 — Tipos de indexagdo e a varidvel em um processo espacial

Ponto s; | Coordenada x (m) | Coordenaday (m) | z(s;) (ppm)
1 4170 2332 400
$2 4200 2340 380
53 4160 2370 450
S4 4150 2310 280
S5 4080 2340 320

Fonte: Clark (1979)
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Clark (1979) apresenta que o modelo de semivariograma estimado para o fendmeno

€ o esférico, e sua representacdo se da pela equagao (10.11). Métodos para modelagem do

semivariograma podem ser vistos em Scalon (2024) e os critérios adotados para o exemplo sao

expostos em Clark (1979). Neste trabalho tem-se o foco de demonstrar com maior énfase a

parte relacionada a semivariancia média entre os pontos e o bloco.

\

0, parah =0

h n
1 1.5 —/— — e 1 (10.11)
004700 1,5+ 705 = 0,5 o5 |, para 0 < h < 100m

800, para h > 100m

Utilizando os conceitos de distancia entre pontos e com a equagao (10.11), é possivel ob-

ter o valor da semivariincia entre cada par de ponto. Na tabela 10.4 apresentam-se os resultados

obtidos.

Tabela 10.4 — Pares de distincia entre os pontos e semivariancia para krigagem

d | Pontos s; | Distancia (m) | Semivariancia
hy | s1es 31,0483 415,5320
hy | spess3 39,2937 491,3500
hy | s1€84 29,7321 402,9883
hy | $1¢€85 90,3549 790,5460
hs | syes3 50,0000 581,2500
he | $2€ 84 58,3095 642,8616
h7 | spess 120,0000 800,0000
hg | s3€84 60,8276 659,9183
hg | s3ess 85,4400 778,8211
hio | s4¢€8s 76,1577 745,0560

Fonte: o autor.

Apos a obtencdo obtermos os valores de semivariancias, utilizando a equacdo (5.5) e

substituindo os valores, temos o seguinte sistema matricial (10.12).



415,53

491,35

402,99

790,55

415,53

581,25

642,86

800,00

491,35

581,25

659,92

778,82

402,99

642,86

659,92

745,06

790,55

800

778,82

745,06

89

(10.12)

Observe que tem-se a necessidade de se obter a semivariancia média entre os pontos

s; € o bloco retangular B. Abaixo se apresenta de forma detalhada a utilizagdo dos resultados

apresentados em 9 que cria a possibilidade de se obter a média espacial do fendmeno.

10.2.1 Semivariancia média entre s; e o bloco B

Para se obter a semivaridncia média entre o ponto §; € o bloco B pode-se utilizar a

equacdo (9.6), a equacdo possui a complexidade de se utilizar varios termos, sendo assim, a

utilizacdo do aplicativo apresentado na secdo 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto

s1 € vértice de quatro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-

blocos, como se apresenta na Figura 10.5.



90

Figura 10.5 — Divisdo do bloco e a amostra s

50m 10m

23m B B3
I Ao

Tm B> . By

Fonte: o autor.

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

_ 50-23-’}7(81731)-{—50-7-’)7(.91,32) + 10-23-’}7(6'1,33) + 10-7-’}7<S1,B4)
Y(s1,B) = 60-30

_ 50-23-391,8145+50-7-357,3359+10-23-237,5121 +10-7-168,7961
¥(s1,B) = 6030

Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando
o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilizacdo de
tabelas auxiliares ou mesmo a conversdo das regides em regides genéricas. Tem-se entdo que a

semivariancia entre o ponto §; € o bloco B apresentada na equagao (10.13).

¥(s1,B) =356,7190 (10.13)
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10.2.2 Semivariancia média entre s, e o bloco B

Para se obter a semivariancia média entre o ponto s € o bloco B pode-se utilizar a
equacao (9.6), a equagdo possui a complexidade de se utilizar varios termos, sendo assim, a
utilizacdo do aplicativo apresentado na secdo 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto
57 € vértice de quatro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-
blocos, como se apresenta na Figura 10.6. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco esté fora
do bloco em analise, sendo assim, ele serd subtraido no calculo da semivariancia média entre o

ponto e o bloco.

Figura 10.6 — Divisdo do bloco e a amostra s,

60m 20m
15m B B/3 |
————————————————————————————————————— ‘1S2
15m B B, |

Fonte: o autor.

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

_ 80-15-7(s2,B1) +80-15-%(sp,By) —20-15- ’)7(S2,Bg) —20-15- ’}7(S2,B£)

80-15-489,3349+80-15-489,3349 —20-15-240,2517 —20-15-240,2517
60-30

Y(s2,B) =
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Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando
o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilizacdao de
tabelas auxiliares ou mesmo a conversao das regidoes em regides genéricas. Tem-se entdo que a

semivariancia entre o ponto s € o bloco B apresentada na equagdo (10.14).

Y(s2,B) = 572,3628 (10.14)

10.2.3 Semivariancia média entre s3 e o bloco B

Para se obter a semivaridncia média entre o ponto s3 € o bloco B pode-se utilizar a
equacdo (9.6), a equacdo possui a complexidade de se utilizar varios termos, sendo assim, a
utilizagc@o do aplicativo apresentado na secdo 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto
s3 € vértice de quatro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-
blocos, como se apresenta na Figura 10.7. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco esta fora
do bloco em anélise, sendo assim, ele sera subtraido no calculo da semivariancia média entre o

ponto e o bloco.

Figura 10.7 — Divisao do bloco e a amostra s3

40m 20m
R EE R @53 ------ -
15m| | B . By |
B, By

30m |

Fonte: o autor.

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.
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_ —40-15-7(s3,B)) +40-45-7(s3,B,) —20-15- 7(s3,B}) +20-45 - 7(s3,By)

_)/(S B)— .1 ‘ ’ i ) ? '15.2“17251768 I'O 2()'45‘363,0539
3’
60.30

Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando
o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilizacdo de
tabelas auxiliares ou mesmo a conversao das regidoes em regides genéricas. Tem-se entdo que a

semivariancia entre o ponto s3 € o bloco B apresentada na equacgdo (10.15).

Y(s3,B) = 456,9099 (10.15)

10.2.4 Semivariancia média entre s; e o bloco B

Para se obter a semivariancia média entre o ponto s4 € 0 bloco B pode-se utilizar a
equacdo (9.6), a equagdo possui a complexidade de se utilizar varios termos, sendo assim, a
utilizac@o do aplicativo apresentado na secdo 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto
s4 € vértice de quatro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-
blocos, como se apresenta na Figura 10.8. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco esté fora
do bloco em anélise, sendo assim, ele sera subtraido no calculo da semivaridncia média entre o

ponto e o bloco.
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Figura 10.8 — Divisdo do bloco e a amostra s4

30m 30m
30m |
By 3 B3
sl B B
o osa J

Fonte: o autor.

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

_ 30-45- }7(S4,Bl) —30-15- ]7(S4,B/2) +30-45- ’)7(S4,B3) —30-15- ’}7(S4,Ba)

_ 30-45-392,4565 —30-15-283,8113+30-45-392,4565 —30-15-283,8113

Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando
o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilizacdo de
tabelas auxiliares ou mesmo a conversdo das regides em regides genéricas. Tem-se entdo que a

semivariancia entre o ponto §4 € o bloco B apresentada na equagao (10.16).

Y(s4,B) = 446,7791 (10.16)
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10.2.5 Semivariancia média entre s5 e o bloco B

Para se obter a semivariancia média entre o ponto s5 € o bloco B pode-se utilizar a
equacao (9.6), a equagdo possui a complexidade de se utilizar varios termos, sendo assim, a
utilizacdo do aplicativo apresentado na secdo 9.4 facilita para se obter os resultados. O ponto
s5 € vértice de quatro retangulos inferiores dentro do bloco B, que podemos denominar de sub-
blocos, como se apresenta na Figura 10.9. Observe que nesse caso, parte do sub-bloco esté fora
do bloco em analise, sendo assim, ele serd subtraido no calculo da semivariancia média entre o

ponto e o bloco.

Figura 10.9 — Divisdo do bloco e a amostra s5

40m 60m
15m| | B B3
- +S5 ---------------------------------------------
15m| B, By

Fonte: o autor.

A semivariancia média pode ser obtida pela média ponderada das semivariancias do

ponto e todos os sub-blocos que ele possui com o bloco principal.

_ —40-15-7(ss,B,) —40-15 - 7(ss5,B)) +100- 15 - 7(s5,B3) + 100 - 15 - 7(s5, By)

_ —40-15-328,3077 —40-15-328,3077 — 30
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n 100-15-548,9712+100-15-548,9712
60-30

Os valores da semivariancia entre o ponto e os sub-blocos foram obtidos utilizando
o aplicativo apresentado no item 9.4, facilitando o uso, sem a necessidade da utilizacdo de
tabelas auxiliares ou mesmo a conversdo das regides em regides genéricas. Tem-se entdo que a

semivariancia entre o ponto S5 € o bloco B apresentada na equacgdo (10.17).

¥(ss,B) = 696,0802 (10.17)
10.2.6 Valor médio da variavel aleatéria no bloco B para o exemplo 2
Assim, como temos que a semivariancia média do modelo esférico. Conhecendo o esti-

mador da semivariancia média para este fendOmenos, podemos entdo construir o vetor de semi-

variancias médias entre os pontos e o bloco B, conforme da equacgdo 10.18.

0 415,53 491,35 402,99 790,55 1 356,7190 M

415,53 0 581,25 642,86 800 1 572,3628 A

491,35 581,25 0 659,92 778,82 1 456,9099 A3
. = (10.18)

402,99 642,86 659,92 0 745,06 1 446,7791 Ag

790,55 800,00 778,82 745,06 0 1 696,0802 As

1 1 1 1 1 0 1 u

A solugdo desse sistema ndo serd apresentada por se julgar um conhecimento prévio que

o usudrio deve possuir, tem-se entdo a solu¢do na equacao (10.19).
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M 0,3460
Ao 0,0233
A3 0,2693
= (10.19)
A4 0,2340
As 0,1273
m 19,7527

Relembrando a equacgdo da krigagem de blocos descrita na equacdo (9.1) e apresentada

abaixo novamente pela equacgao (10.20).

Z(B) = YAz (si) (10.20)

em que N é o nimero de valores coletados z(s;) e A; s3o os pesos associados a cada
valor. Assim podemos solucionar e obter o valor médio da varidvel aleatdria no bloco B, temos
os valores coletados e os parametros A;, para esse caso, ao expandir a equacdo (10.20) temos a

equacdo (10.21).

2(3) =A1-z2(81)+A2-2(82) +A3-2(83) + Aa-2(84) + A5 - 2(85) (10.21)

Substituindo os valores das amostradas coletadas e os valores dos pesos de krigagem da

equagdo (10.19), temos a resolugdo apresentada pela equacao (10.22).

2(B) =0,3460-400+0,0233-380 40,2693 - 450 +-0,2340-280+0,1273-320  (10.22)

Sendo assim, temos que para a variavel aleatoria desse fendmeno no bloco retangular B,

a média espacial da varidvel aleatéria é apresentada na equacao (10.23).



98

7 (B) = 374,695 ppm (10.23)

Ressalta-se que esse resultado € diferente de uma média convencional, a média apre-
sentada na equagao (10.23) é obtida por um estimador 6timo, considerando a espacialidade do
fendmeno.

A apresentacdo dos dois exemplos descritos em 10.1 e 10.2 fortalecem ao leitor como
utilizar as equagdes e o aplicativo apresentado na Sec¢do 9. Além disso, tém-se duas situacdes
distintas: o primeiro exemplo com pontos dentro do bloco e o segundo exemplo com pontos
também fora do bloco. Com o conhecimento dos exemplos € possivel aplicar em qualquer bloco
retangular para qualquer modelo, uma vez que o aplicativo apresentado no item 9.4 possibilita
determinar a semivariancia média para modelos antes ndo possiveis. Esse conhecimento auxilia

pesquisadores na utilizacdo da krigagem de blocos para se obter médias espaciais.
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11 CONCLUSAO

Por este trabalho € possivel compreender a krigagem de blocos e a construg¢do da semi-
varidncia média entre um ponto e uma regido. Assim, pode-se construir a semivariancia média
para qualquer modelo em qualquer regido. Neste foi apresentado essa construc¢do para regioes
retangulares.

Mesmo em face da atual possibilidade da solucao numérica das integrais, visto a faci-
lidade do uso computacional, as expressdes analiticas (algébricas) continuam tendo seu valor,
pois é uma solucdo exata, geral e independente de métodos numéricos adotados. A precisdao das
resolucdes analiticas ddo a grande confianca no trabalho desenvolvido.

Construir os semivariogramas médios linear, esférico, pentaesférico, cubico, exponen-
cial e gaussiano se caracteriza um avango nos métodos da krigagem de blocos. Este trabalho
ainda apresenta uma maneira simples para pesquisadores utilizarem os resultados obtidos em
um aplicativo desenvolvido em Shiny App, possibilitando a inser¢ao para qualquer um dos mo-
delos obtidos e qualquer dimensdo de retangulo de um bloco.

Apesar da krigagem de blocos ter sua origem na mineragdo, em outras dreas pode-se ob-
ter informagdes preciosas utilizando a técnica no auxilio de tomadas de decisdes. Por exemplo,
o preenchimento de falhas em imagens de satélites, o cdlculo de um valor médio espacial sem
viés, entre outras. Deve-se ressaltar que muito provavelmente nas Ciéncias Agrdrias existird um
mundo considerdvel na aplicac@o desta krigagem para médias imprecisas.

Os resultados apresentados caracterizam uma apresentacdo clara de todo processo reali-
zado na krigagem de blocos e uma evolucao da constru¢do da semivariancia média em relagcdo
a autores de outras épocas. Os resultados e a aplicacdo desenvolvida facilita a utilizacdo da
técnica da krigagem de blocos para a obtencdo da média espacial de fendmenos. Os exem-
plos praticos abordados criam uma base de resolucio que € fundamental para pesquisadores em
estudos iniciais sobre krigagem de blocos.

Em trabalhos futuros estd o desenvolvimento de um aplicativo que possibilita todo o
processo da krigagem de blocos, desde a inser¢do do banco de dados até o valor final da média

espacial, implementado utilizando Shiny App.
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APENDICES

APENDICE A - SEMIVARIOGRAMA MEDIO PARA O MODELO EXPONENCIAL

O modelo exponencial € apresentado de acordo com a equagao (1):

0, parah =0
(@
J(h) =< Co+Ci-|1—e \4/ | para0<h<a (1)

Co+Cy, parah>a

\

Temos entdo que a semivariancia média entre um ponto € um bloco retangular ocorre

pela equacao (2):

1 Pa.h
7(s,B) = PO '/o % -y(h) dh+

1 [C[x-h P
+P'Q‘/P {71’2 —arccos(z)-h]-y(h)dh—l—

o [ () ()0

Ao aplicar o semivariograma do modelo exponencial na equagdo da semivariancia mé-

dia, a semivaridncia média de um ponto e um bloco retangular serd a resolu¢do da equacgdo

(3).
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h
A/ P2 Q2 . —| —
—}—&- ' {n—h—arccos<%)-h—arccos(%)~h}- 1—e <a> dh  (3)

P-O Jo 2

Desmembrando as integrais, a solucio se divide em seis partes, que ao solucionar todas
elas, a soma dos resultados serd a semivaridncia média entre um ponto e um bloco retangular

para um modelo exponencial, descrito na equagao (4)

P-Q Jo 2
ST (2]
1%. /P\/m[arccos(g) h} e<g> dh+
L e (2) o]
1 (@) ] [ ’

Solucionando cada uma das partes da equacao (4) separadamente, a primeira parte:

P-Q‘ 0 2

T .
A constante > pode ser colocada para fora da integral:

-G / hdh
0

2-P-Q
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A integral de h é dada por:

h2
hdh = —
fhan=7

Aplicando esse resultado na integral:

r-C; [h_z

VP
2.-P-Q 2“

0

Substituimos os limites 0 e 1/ P2 + Q2:

7-Ci ((\/P2+Q2)2 - 0_2>

2.P-Q 2 2

n-Cy (P2+Q2>

2.P-Q 2
w-Cy Pz—{—Q2
2.P-Q 2

C VP2+Q27'C-/’Z h_ﬂ-Cl-(P2+Q2)
P-0 Jo 2 B 4.P.Q

Solucionando a segunda parte:

h
Cl \/[Tsz'[h _<_>
T' e dh

- . a
P-0 Jo

Podemos colocar as constantes 26&,,’; para fora da integral:

h

Clﬂ: ‘/P2+Q2 _

/ h-e adh
2-P-Q Jo

A integral do tipo:

/h e dx

possui a solu¢ao conhecida:
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—b-x
—b-x—1
/x~eb'xdx:e ( bzx )

1 )
onde, no nosso caso, x =h e b = —, ou seja:
a

h "o
/h-e adh=d* [1—e a-(—-l—l)
a

Aplicamos os limites de integragdo h =0 a h = /P2 + Q%

/P2_|_Q2
Comopliie T a L [(VEr2
2-P-Q a

h

T /P2_|_ 2
Ci vP2+Q277:_~h‘ e(a) dh_Cl-n'-az TQ‘<\/P2+Q2+1>
—_ 5 = - vy =

P-0Jo

Solucionando a terceira parte

c VP2 P
— —arccos | — | -h| dh
P-OJp h

Para resolver a integral:

P
/h-arccos (ﬁ) dh

usamos a técnica de integracao por partes, cuja formula geral é:

/udv:u-v—/vdu
P

2
- U = arccos (E)’ entao du = \/h;—iilﬁ . hﬁzdh -dv=hdh, entdov = %

Escolhemos:

Aplicamos a férmula:

h? —P

/h P dh e P dh
- adrccos | — — — -arccos | — ) — e —
h 2 h 2 KW2.\/h2—_p2
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Ui arcco P + / dh
= — S — —_ e —
2 h 2 Vh? —P?

A integral:

/ dh
1/h2_p2

€ uma integral conhecida, cujo resultado é:

In (h /e P2)

Portanto:

Pn (h+~/h2—P2)

2
Substituimos os limites 4 = P e h = \/P2 + Q? na expressio final:

P

__G r P\ P N/
I——P'Q'l arccos( )—l—z-ln(h—i— h—P)}

2 h

Para h = /P2 + Q%:

2. arccos <£) i D BN N S
2 h 2 P+ 2

g-ln(\/m+\/(P2+Q2)—P2)

Para h = P:

h? P\ P’
— -arceos (ﬁ) = E«arccos(l) =0

P P
>In <P+ \/PZ—P2> == Inp

c VP P B
m-/}) l—arccos <E> 'h} dh =
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2 1 2 /P2 1+ 02
__ (P +Q>-arccos(—P >+£-ln( P2+Q2+Q)
P-Q 2 VP2 + Q2 2 P

Solucionando a quarta parte

h

o () [ O

—_— arccos | — | h| - |e \4 dh

P-O Jp h

Para este ponto € necessario realizar uma aproximacao da integral, uma vez que ela nao

possui solucdo analitica.

h
o) g e (1Y

Em vez de deix4-la infinita. escolhemos trucar no indice m = M, resultando num poli-

ndmio de grau M.

Quanto maior M, melhor a aproximacao.

Se tomarmos R = /P2 + Q2, trocando a soma e a integral, temos:

R P
/ arccos (—) W an
P h

Sendo assim, a aproximagao acontece por:

h
ity
G {arccos (Z) h] e \4J | dh=

P-Q. P

o Uy VT p

! Z( 2 / arccos(—)-hm+]dh
P-Q &= mla?" Jp h

Solucionando a quinta parte

& rre {—arccos (%) -h} dh

PO 0



Para resolver a integral:

0
/h~arccos <Z) dh

usamos a técnica de integracao por partes, cuja formula geral é:

/udv:u-v—/vdu

- 4 = arccos (%), entdao du = h;l 5 . h%dh -dv=hdh, entiov = %

Escolhemos:

Aplicamos a férmula:

2 2 _
(g (9]

2 h 2 Ny

A integral:

/ dh
/h2 — Q2
¢ uma integral conhecida, cujo resultado é:
In (h+ V= Q2>

Portanto:

%m <h+ \/hz—P2>

Substituimos os limites 7 = Q € h = y/P% + Q? na expressio final:

__G n 0 0 /2 — p2
I——@-{?-arccos<z)+51n<h+ h —P)]Q

Para h = /P2 + Q%:

h—zarccos Q = MEU'CCOS L
2 h 2 P2+ o2

110
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Sm(Vrres o))

Para h = Q:

h? 0\ 0 _
— -arccos (Z) =5 -arccos(1) =0
Can(erve—a)=2mo

PC_IQ/ rre {—arccos (%) h} dh =
: P

2 2 2 2

_aferey (e N, o (VEE@tr
P-Q 2 VP + 0] 2 Q

Solucionando a sexta parte

h

g- rre {arccos (Q)h} e<a> dh
P-QO Jo h

Para este ponto € necessario realizar uma aproximacao da integral, uma vez que ela nao

possui solucdo analitica.

RO o (5

m! a

m=0
Em vez de deixé-la infinita. escolhemos trucar no indice m = M, resultando num poli-

ndémio de grau M.

Quanto maior M, melhor a aproximacao.

Se tomarmos R = /P2 + Q2 trocando a soma e a integral, temos:
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R 0
/ arccos (—) W an
0 h

Sendo assim, a aproximagao acontece por:

h

&_ rre larccos (g>h} e_<;> dh =
P-O Jo h

oy e
P-0O m)-a?m 0

m=0

arccos (%) Wt ap

Com todas as partes solucionadas, a soma de cada uma delas serd o resultado da semi-
varidncia média entre um ponto e um bloco retangular para o0 modelo exponencial, apresentado

na equagao (5).

VPt

_ n-C P2+Q2 ) ) 5 5 vy =
}/(S,B)Exp:Co~|—C1+4‘P'Q- > —a +<a +av/ P +Q>-e a +
w- (P*+ Q%)

4.P.Q

M —1)m \/P2+0? P
+ € . Z (=1) / arccos (—) M dht
P h

P-0O mzom! .a?m

i & (-1 /\/WQ2

+JTQ. Z ml-a2m

arccos (g> W (5)
m=0 0 h

APENDICE B - TABELA DE SEMIVARIANCIA OBTIDA POR CLARK (1979)

A figura 1 apresenta extraido diretamente do texto de Clark (1979) a tabela de semivari-
ancia média entre um ponto e um bloco retangular para o modelo esférico, € peca fundamental

para a comparacdo com o resultado apresentado na tabela 9.2.



Figura 1 — Tabela de semivariancia obtida por Clark (1979)

B
L 1 2 3 4 .5 .6 .7 .8 9 .10
10 | 114 177 243 310 374 436 494 546 593 .633
20 | 177 227 285 346 406 464 518 568 .613 .651
30 | 243 285 336 390 445 499 550 .597 .639 .674
40 | 310 346 390 439 489 539 .586 .629 .668 .701
50 | 374 406 445 489 535 580 623 663 698 728
60 | 436 464 499 539 580 .621 660 697 .728 .755
.70 | 494 518 .550 586 623 660 .696 729 .757 .781
80 | 546 568 .597 629 663 .697 729 758 783 805
90 | 593 613 639 668 698 728 75T 783 .806 .826
1.00 | 633 .651 .674 701 .728 .755 .781 805 .826 .843
1.20 | .694 709 .729 751 774 .796 .818 .837 .855 .869
1.40 | 738 751 .767 786 .806 .825 .844 861 .875 .888
1.60 | 771 782 .797 813 .830 .847 .863 .878 .891 .902
1.80 | .796 806 .819 .834 849 864 .879 892 903 .913
2.00 | 817 .826 .837 850 .864 .878 .891 902 .913 .921
250 | .853 860 .870 .880 .891 .902 913 .922 .930 .937
300 | .878 .884 .891 .900 .909 918 927 .935 .942 .948
350 895 900 .907 914 922 .930 .938 944 950 .955
400 | 908 913 919 925 932 .939 .945 951 .956 .961
5.00 | 927 930 .935 .940 946 .951 .956 961 .965 .969
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Fonte: Clark (1979)

Essa tabela representa o inico modelo obtido por Clark (1979) e pode ser encontrada na

pagina 52 do seu livro.

APENDICE C - RESULTADOS DE SEMIVARIANCIA MEDIA ENTRE OS PONTOS E
O BLOCO PARA O EXEMPLO 1 DO ITEM 10.1

As figuras 2, 3, 4 e 5 apresentam a semivariancia média entre o ponto s € os sub-blocos
B; dentro do bloco B. Esses valores sdo utilizados para na se¢do 10.1 para se obter o resultado

apresentado na equacdo (10.3).



Figura 2 — Semivariancia média entre o ponto §; € o sub-bloco B

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimens6es do bloco de lados P e
Q:

Dimenséo P do bloco:

30
Dimens&o Q eo bloco:

30

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:
Esférico v
Valor do efeito pepita (C0):
0
Valor da contribuigao (C1):
24
Valor do alcance (a):

120

Figura 3 — Semivariancia média entre o ponto s; € o sub-bloco B,

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimens6es do bloco de lados P e
Q:

Dimenséo P do bloco:

20

Dimens&o Q eo bloco:

30

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:
Esférico v
Valor do efeito pepita (C0):
0
Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 6.769165

Fonte: o autor.

A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 5.735168

Fonte: o autor.
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Figura 4 — Semivariancia média entre o ponto §; € o sub-bloco B3

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes
Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:
Q:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 5.735168
Dimenséo P do bloco:

30

Dimens&o Q eo bloco:

20

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:

Esférico v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

Fonte: o autor.

Figura 5 — Semivariancia média entre o ponto s; € o sub-bloco By

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 4.556331
Dimenséo P do bloco:

20

Dimens&o Q eo bloco:

20

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:

Esférico v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

Fonte: o autor.

As figuras 6, 7, 8 € 9 apresentam a semivariancia média entre o ponto s € 0s sub-blocos
B; dentro do bloco B. Esses valores sdo utilizados para na se¢do 10.1 para se obter o resultado

apresentado na equagdo (10.4).
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Figura 6 — Semivariancia média entre o ponto s e o sub-bloco B

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 8.388365
Dimenséo P do bloco:

35

Dimens&o Q eo bloco:

40

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:
Esférico v
Valor do efeito pepita (C0):
0
Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

Fonte: o autor.

Figura 7 — Semivariancia média entre o ponto s € o sub-bloco B,

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 5.566953
Dimenséo P do bloco:

35

Dimens&o Q eo bloco:

10

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:
Esférico v
Valor do efeito pepita (C0):
0
Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

Fonte: o autor.
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Figura 8 — Semivariancia média entre o ponto s, € o sub-bloco B3

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 6.579605
Dimenséo P do bloco:

40

Dimens&o Q eo bloco:

15

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:
Esférico v
Valor do efeito pepita (C0):
0
Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

Fonte: o autor.

Figura 9 — Semivariancia média entre o ponto s € o sub-bloco By

Semivariancia média de um bloco

Semivariancia média Informagdes

Insira os valores das dimensdes do bloco de lados P e A semivariancia média para o modelo e o bloco é:

A semivariancia média para o modelo e o bloco é: 2.895135
Dimenséo P do bloco:

15

Dimens&o Q eo bloco:

10

Selecione o modelo e insira os parametros:
Selecione o Modelo:

Esférico v

Valor do efeito pepita (C0):

0

Valor da contribuigao (C1):

24

Valor do alcance (a):

120

Fonte: o autor.
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