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RESUMO

Do ponto de vista da classe dos modelos de regressão remontam ao século XIX e visa compre-

ender como um conjunto de variáveis preditoras influencia ou explica uma ou mais variáveis

respostas. Dentro dessa classe de modelos de regressão univariados, podemos construir uma

linha histórica que começa com os modelos lineares (LM), seguidos pelos modelos lineares ge-

neralizados (GLM), modelos aditivos generalizados (GAM) e, finalmente, os modelos aditivos

generalizados para locação, escala e forma (GAMLSS), também conhecidos atualmente como

modelos de regressão distribucional. Os GAMLSS podem ser considerados os modelos de re-

gressão mais flexíveis disponíveis na literatura, dada sua versatilidade para modelar respostas

com diferentes características, como, por exemplo, forte assimetria, diferentes graus de curtose

ou excesso de zeros. Este estudo teve objetivo construir distribuições contínuas com probabili-

dade extra de ocorrência de zeros (zero–ajustadas) utilizando os modelos aditivos generalizados

para locação, escala e forma (GAMLSS). Para alcançar o objetivo geral, foram elencadas duas

etapas. A primeira etapa, é apresentado um artigo que versa sobre a evolução histórica dos

GAMLSS, desde seus primórdios, destacando suas principais contribuições e inovações em di-

versas áreas do conhecimento. Já à segunda etapa, é apresentado um artigo que busca contribuir

para o avanço da modelagem de dados com os GAMLSS, focando em respostas contínuas posi-

tivas com excesso de zeros, desenvolvendo novas distribuições zero–ajustadas. Foram propos-

tas duas distribuições pertencentes à família Box–Cox: Box-Cox Cole e Green Zero–Ajustada

(zBCCG) e Box–Cox Exponencial Potência Zero–Ajustada (zBCPE). Os estudos de simulação

mostraram que os estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros das distribuições

zBCCG e zBCPE fornecem resultados consistentes para diferentes tamanhos amostrais e cená-

rios, incluindo distribuições simétricas, assimétricas positivas e negativas, bem como cenários

platicúrticos e leptocúrticos. Para o estudo de caso analisado a distribuição zBCPE apresentou

maior flexibilidade e melhor desempenho estatístico em comparação a zBCCG. Assim pode–se

concluir que, os modelos GAMLSS têm um impacto significativo em diversas áreas do co-

nhecimento, como evidenciado pela crescente produção científica, além de sua reconhecida

flexibilidade na modelagem de dados com características complexas.

Palavras-chave: modelos de regressão; GAMLSS; distribuições zero-ajustadas; modelagem

estatística; análise bibliométrica; seguro agrícola.



ABSTRACT

From the perspective of the class of regression models, which dates back to the 19th century,

the aim is to understand how a set of predictor variables influences or explains one or more

response variables. Within this class of univariate regression models, we can trace a historical

line that begins with linear models (LM), followed by generalized linear models (GLM), gene-

ralized additive models (GAM), and finally, generalized additive models for location, scale, and

shape (GAMLSS), also currently known as distributional regression models. GAMLSS can be

considered the most flexible regression models available in the literature, given their versatility

in modeling responses with different characteristics, such as strong asymmetry, varying degrees

of kurtosis, or excess zeros. This study aimed to construct continuous distributions with an extra

probability of zero occurrence (zero–adjusted) using generalized additive models for location,

scale, and shape (GAMLSS). To achieve the main objective, two stages were outlined. The first

stage presents an article that discusses the historical evolution of GAMLSS, from their origins,

highlighting their main contributions and innovations in various fields of knowledge. The se-

cond stage presents an article that seeks to contribute to the advancement of data modeling with

GAMLSS, focusing on positive continuous responses with excess zeros, developing new zero–

adjusted distributions. Two distributions belonging to the Box–Cox family were proposed: the

Zero–Adjusted Box–Cox Cole and Green (zBCCG) and the Zero–Adjusted Box–Cox Power

Exponential (zBCPE). Simulation studies showed that the maximum likelihood estimators for

the parameters of the zBCCG and zBCPE distributions provide consistent results for different

sample sizes and scenarios, including symmetric, positively and negatively skewed distributi-

ons, as well as platykurtic and leptokurtic scenarios. For the analyzed case study, the zBCPE

distribution demonstrated greater flexibility and better statistical performance compared to the

zBCCG. Thus, it can be concluded that GAMLSS models have a significant impact on vari-

ous fields of knowledge, as evidenced by the growing scientific production, in addition to their

recognized flexibility in modeling data with complex characteristics.

Keywords: regression models; GAMLSS; zero-adjusted distributions; statistical modeling; bi-

bliometric bnalysis; agricultural insurance.



INDICADORES DE IMPACTO

O estudo demonstra um grande potencial para impactar a sociedade, especialmente nas áreas de

modelagem estatística e seguro agrícola, destacando a necessidade de métodos mais flexíveis e

modernos para a modelagem de fenômenos complexos. Ao mostrar que modelos de regressão

menos complexos não são adequados para explicar completamente a resposta devido às diferen-

tes estruturas de regressão presentes na distribuição dos dados, o estudo enfatiza a importância

de abordagens mais avançadas, como os Modelos Aditivos Generalizados para Localização,

Escala e Forma (GAMLSS). Portanto, o estudo tem o potencial de contribuir significativamente

para o avanço da ciência agrária, fornecendo métodos mais eficazes e precisos para modelar o

valor da indenização. Isso pode beneficiar diversas áreas, desde que a estrutura do conjunto de

dados apresente características semelhantes, incluindo agricultura, medicina, finanças, econo-

mia, gestão de desastres naturais e engenharia.

IMPACT INDICATORS

The study demonstrates significant potential to impact society, particularly in the fields of sta-

tistical modeling and agricultural insurance, highlighting the need for more flexible and modern

methods in modeling complex phenomena. By showing that less complex regression models

are inadequate to fully explain the response due to the different regression structures present

in the data distribution, the study emphasizes the importance of more advanced approaches,

such as Generalized Additive Models for Location, Scale, and Shape (GAMLSS). Therefore,

the study has the potential to significantly contribute to the advancement of agricultural science

by providing more effective and precise methods for modeling indemnity values. This could

benefit various fields, as long as the data structure exhibits similar characteristics, including

agriculture, medicine, finance, economics, disaster management, and engineering.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 – Diferentes tipos de falhas do modelo indicadas pelo worm plot: (a) e (b)

indicam falha no ajuste correto da locação; (c) e (d) indicam falha no ajuste

correto da escala; (e) e (f) indicam falha no ajuste correto da assimetria; e

(g) e (h) indicam falha no ajuste correto da curtose. . . . . . . . . . . . . . 35

Figura 3.1 – Screening procedure for selecting GAMLSS papers . . . . . . . . . . . . . 46

Figura 3.2 – Total number of articles published over the 20-year period. . . . . . . . . . 47

Figura 3.3 – Countries of the first authors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Figura 3.4 – Word cloud of author’s keywords in the papers . . . . . . . . . . . . . . . 48

Figura 3.5 – Top ten first authors with the most publications on GAMLSS. . . . . . . . 50

Figura 3.6 – Top ten authors with the highest g-index. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 3.7 – Network visualization of co-authorship collaboration on GAMLSS. . . . . 51

Figura 3.8 – Top ten journals with the most publications on GAMLSS. . . . . . . . . . 52

Figura 3.9 – Trend topics in the 20-year time span. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Figura 3.1 – Distribuição zBCCG para diferentes combinações de valores de parâmetros 122

Figura 3.2 – Distribuição zBCPE para diferentes combinações de valores de parâmetros:

(a) forma leptocúrtica; e (b) forma platicúrtica . . . . . . . . . . . . . . . 124

Figura 3.3 – Splines cúbicas ajustadas para explicar a relação entre a probabilidade de

não ocorrência de um sinistro, em que: (a) latitude (◦); (b) longitude (◦);

(c) área da lavoura (ha); (d) velocidade média mensal do vento (m/s); e (e)

logaritmo da produtividade estimada (kg/ha) . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Figura 3.4 – Splines cúbicas ajustadas para explicar a relação entre o valor mediano e

variabilidade das indenizações (dado que um sinistro ocorreu) em que: (a)

área da lavoura (ha); (b) média mensal de dias com precipitação; e (c) a

capacidade de água disponível (CAD). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

Figura 3.5 – Worm plot obtido a partir do modelo GAMLSS zero-ajustado com base na

distribuição BCPE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131



LISTA DE QUADROS

Quadro 2.1 – Distribuições contínuas implementadas em gamlss.dist (com funções

de ligação predefinidas). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Quadro 2.2 – Distribuições discretas implementadas em gamlss.dist (com funções

de ligação predefinidas). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Quadro 2.3 – Distribuições mistas implementadas no pacote gamlss.dist. . . . . . . . 29

Quadro 2.4 – Diferentes formatos de worm plot e interpretações . . . . . . . . . . . . . 34



LISTA DE TABELAS

Tabela 3.1 – Top ten most cited papers throughout the years . . . . . . . . . . . . . . . 49

Tabela 3.1 – Estimativas médias, viéses e erros quadráticos médios (EQM) baseado nas

1.000 simulações para a distribuição zBCCG, considerando diferentes ce-

nários. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Tabela 3.2 – Estimativas médias, viéses e erros quadráticos médios (EQM) baseado nas

1.000 simulações para a distribuição zBCPE, considerando diferentes ce-

nários em que a forma da distribuição é leptocúrtica. . . . . . . . . . . . . 125

Tabela 3.3 – Estimativas médias, viéses e erros quadráticos médios (EQM) baseado nas

1.000 simulações para a distribuição zBCPE, considerando diferentes ce-

nários em que a forma da distribuição é platicúrtica. . . . . . . . . . . . . 126

Tabela 3.4 – Critério de Informação de Akaike (AIC) para os modelos GAMLSS ajusta-

dos com as distribuições zBCPE e zBCCG . . . . . . . . . . . . . . . . . 129



LISTA DE SIGLAS

MG Minas Gerais
UNIFAL Universidade Federal de Alfenas
UEL Universidade Estadual de Londrina
UFLA Universidade Federal de Lavras
LM Modelos lineares
GLM Modelos lineares generalizados
GAM Modelos aditivos generalizados
GAMLSS Modelos aditivos generalizados para locação, escala e forma
ZAGA Distribuição gama zero-ajustada
ZAIG Distribuição normal inversa zero-ajustada
zBCCG Distribuição Box-Cox Cole e Green Zero-Ajustada
zBCPE Distribuição Box-Cox Exponencial Potência Zero-Ajustada
BCCG Distribuição Box-Cox Cole e Green
BCPE Distribuição Box-Cox Exponencial Potência
AIC Critério de informação de Akaike
BIC Critério de informação bayesiano
EQM Erros quadráticos médios
IBGE Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística
MAPA Ministério da Agricultura, Pecuária e Abastecimento
INMET Instituto Nacional de Meteorologia
ANA Agência Nacional de Águas e Saneamento Básico
CAD Capacidade de água disponível



SUMÁRIO

PRIMEIRA PARTE - UM PANORAMA GERAL . . . . . . . . . . . . . . 15

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Estrutura da dissertação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Limitações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 REFERENCIAL TEÓRICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1 Modelos de regressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.1 Modelo de regressão linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.2 Modelo linear generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1.3 Modelo aditivo generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.3.1 P-splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.4 Modelos aditivos generalizados para locação, escala e forma . . . . . . . 24

2.1.4.1 Distribuições da família GAMLSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.1.4.1.1 Distribuições zero-ajustadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.1.4.2 Método de estimação dos parâmetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1.4.3 Seleção das variáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Diagnóstico do modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 METODOLOGIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1 Estudo de caso: seguros agrícolas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

SEGUNDA PARTE - ARTIGOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

ARTIGO 1 - Historical developments and research trends in GAMLSS . . . 41

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2 Materials and Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3 Results and discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4 Concluding remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

ARTIGO 2 - Novas distribuições zero-ajustadas baseada na família Box-Cox 113

1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

2 Estrutura dos GAMLSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

2.1 Família de distribuição Box-Cox: uma breve revisão . . . . . . . . . . . 117

2.2 Distribuições BCCG e BCPE zero-ajustadas . . . . . . . . . . . . . . . . 118

2.3 Seleção de covariáveis e diagnóstico do modelo . . . . . . . . . . . . . . 119



3 Estudo de simulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.1 Distribuição zBCCG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.2 Distribuição zBCPE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

4 Aplicação: seguro rural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.1 Modelo para Y = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.2 Modelo para Y > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

TERCEIRA PARTE - CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

4 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141



PRIMEIRA PARTE - UM PANORAMA GERAL



17

1 INTRODUÇÃO

A modelagem estatística preditiva por meio de modelos matemáticos estatísticos tem

atraído o interesse de muitos pesquisadores. Gompertz (1825), em seu artigo histórico, apre-

sentou o primeiro modelo matemático relacionado à mortalidade. Desde então, a proposta de

modelos estatísticos para diferentes tipos de conjuntos de dados tem evoluído continuamente.

Destacam-se os modelos lineares (LM), modelos lineares generalizados (GLM) (Nelder; Wed-

derburn, 1972), modelos aditivos generalizados (GAM) (Hastie; Tibshirani, 1990) e modelos

aditivos generalizados para locação, escala e forma (GAMLSS) (Rigby; Stasinopoulos, 2005).

Os GAMLSS, atualmente também denominados modelos de regressão distribucional (Heller;

Robledo; Marschner, 2022), são uma alternativa para modelagem, permitindo a construção de

estruturas de regressão não apenas para a média da variável resposta, mas também para outros

parâmetros que escrevem sua distribuição, como por exemplo, variância, assimetria, excesso de

curtose e, em casos específicos, inflação de zeros, dentre outros, possibilitando identificar ca-

racterísticas distintas que influenciam cada um desses parâmetros (Rigby; Stasinopoulos, 2005;

Stasinopoulos et al., 2017; Rigby et al., 2019).

Com a flexibilidade oferecida pelos GAMLSS, diversas áreas do conhecimento têm se

beneficiado de sua aplicação, como por exemplo, ciências atuariais (Nakamura et al., 2017),

ciências imobiliárias (De Bastiani et al., 2018), ciências médicas (Ramires et al., 2018), agri-

cultura de precisão (Righetto et al., 2019), ciências florestais (Oliveira et al., 2019), segurança

pública (Ramires et al., 2019a), ciências naturais (He et al., 2021), psicologia (Timmerman;

Voncken; Albers, 2021), ecologia marinha (Costa et al., 2022) e ciências animais (Nakamura

et al., 2022b). Esse amplo espectro demonstra a versatilidade e a eficácia desses modelos para

lidar com diferentes estruturas de dados.

Devido à sua ampla flexibilidade, os GAMLSS possibilitam o uso de uma vasta gama de

distribuições. Essas distribuições são classificadas em três grandes grupos: contínuas, discretas

e mistas (Rigby et al., 2019). As distribuições mistas combinam características de distribuições

discretas e contínuas e incluem extensões mais complexas, como as distribuições inflaciona-

das, que modelam proporções no intervalo [0,1] e as zero-ajustadas, aplicáveis a variáveis no

intervalo (0,∞) (Rigby et al., 2019), foco deste estudo.

Considerando que a variável resposta possui suporte em [0,∞), este estudo concentra-se

em distribuições contínuas positivas zero-ajustadas. Tais distribuições são mistas, combinando

uma distribuição discreta, que modela a probabilidade de não ocorrência de um evento (Y = 0),
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e uma distribuição contínua, que descreve a ocorrência do evento (Y > 0) (Stasinopoulos et al.,

2023; Rigby et al., 2019).

Neste sentido, duas das distribuições mais utilizadas nesta classe são a gama zero-

ajustada (zero-adjusted gamma, ZAGA) e a normal inversa zero-ajustada (zero-adjusted inverse

Gaussian, ZAIG). Essas distribuições são frequentemente aplicadas a dados com excesso de

zeros e possíveis assimetrias. Rigby et al. (2019) destacaram que, para modelar adequadamente

dados com essas características, como a presença de um número elevado de zeros combinada

com uma distribuição assimétrica das respostas positivas, pode ser insuficiente acomodar uma

única suposição. Assim, propuseram uma estrutura de modelagem para dados com excesso de

zeros por meio de distribuições zero-ajustadas (Stasinopoulos et al., 2023).

Dado esse contexto, surge o seguinte questionamento: é possível construir novas distri-

buições zero–ajustadas no contexto dos modelos aditivos generalizados para locação, escala e

forma?

Com base nesse problema, propomos a construção de dois modelos derivados das distri-

buições zero-ajustadas pertencentes à família Box-Cox: a distribuição Box-Cox Cole e Green

Zero-Ajustada (zero-adjusted Box-Cox Cole and Green, zBCCG) e a Box-Cox Exponencial Po-

tência Zero-Ajustada (zero-adjusted Box-Cox power exponential, zBCPE), com quatro e cinco

parâmetros, respectivamente, uma vez oferecem alta flexibilidade na captura de padrões com-

plexo em dados assimétricos e com excesso de curtose (Rigby; Stasinopoulos, 2004). Cada uma

dessas distribuições recebe um parâmetro adicional devido à modelagem separada da probabi-

lidade de zeros e do componente contínuo (Stasinopoulos et al., 2023).

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho versa construir distribuições contínuas com probabilidade extra

de ocorrência de zeros (zero-ajustadas) utilizando os modelos aditivos generalizados para loca-

ção, escala e forma (GAMLSS). Em complementaridade ao objetivo geral, o estudo orientou-se

pelos seguintes objetivos específicos:

a) investigar a evolução histórica dos GAMLSS, destacando suas principais contribuições

e inovações ao longo do tempo (2004-2023) em diferentes áreas de conhecimento;

b) elaborar matematicamente novas distribuições zero-ajustadas no contexto dos GAMLSS;

c) emplementar as distribuições desenvolvidas no software livre R;
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d) avaliar a eficácia dos modelos implementados no contexto dos seguros agrícolas.

1.2 Estrutura da dissertação

Esta dissertação está dividida em duas partes. A primeira apresenta um panorama geral

que inclui introdução, objetivos, estrutura, limitações, referencial teórico e os aspectos meto-

dológicos. A segunda parte inclui dois artigos científicos: o primeiro, intitulado “Historical

developments and research trends in GAMLSS”, e o segundo, aborda “Novas distribuições

zero-ajustadas baseada na família Box-Cox”, que propõe a construção de novas distribuições

contínuas com probabilidade extra de ocorrência de zeros, utilizando os modelos aditivos ge-

neralizados para locação, escala e forma (GAMLSS). Além disso, são apresentadas, de forma

sucinta, as considerações finais do estudo, bem como sugestões para trabalhos e pesquisas fu-

turas. Por fim, apresentam-se as referências consultadas durante a elaboração desta dissertação

e os apêndices.

1.3 Limitações

O desenvolvimento de qualquer trabalho científico enfrenta uma série de limitações,

condicionadas por diversos fatores intrínsecos e extrínsecos, e este estudo não é uma exceção.

As principais limitações deste trabalho foram as seguintes:

a) dependência de ferramentas computacionais específicas e a complexidade do ajuste dos

modelos zero–ajustados, que exigem maior esforço computacional e técnica;

b) foi realizada uma análise bibliométrica ao invés de uma sistemática, devido à grande

quantidade de trabalhos existentes, o que tornaria inviável a análise no escopo proposto;

c) muitos artigos reportados e relacionados nesta busca não apresentavam claramente suas

limitações e possíveis lacunas, dificultando a identificação de questões não abordadas;

d) limitações no uso do Biblioshiny para manipulação e visualização da rede de colabora-

ção de coautoria, com opções restritas de configuração e design.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

Neste capítulo, serão apresentados os principais conceitos e modelos teóricos de regres-

são que fundamentam este estudo em questão, desde os primeiros modelos de regressão linear

até os modelos aditivos generalizados para locação, escala e forma, abordando sua evolução até

os dias atuais.

2.1 Modelos de regressão

Nesta seção, visa fornecer uma base sólida para a compreensão dos métodos utilizados

e a interpretação dos resultados obtidos. Inicialmente, abordaremos os modelos de regressão

linear, linear generalizado, aditivo generalizado e modelos aditivos generalizados para locação,

escala e forma, que são ferramentas estatísticas essenciais para analisar a relação entre variáveis.

2.1.1 Modelo de regressão linear

O termo “regressão” define um conjunto amplo de técnicas estatísticas usadas para mo-

delar relações entre variáveis e predizer o valor de uma ou mais variáveis dependentes a partir

de um conjunto de variáveis independentes (Rencher; Schaalje, 2008), tendo sido proposto pela

primeira vez por Sir Francis Galton em 1885, em um estudo onde demonstrou que a altura dos

filhos tende a não refletir exatamente a altura dos pais, mas sim a regredir para a média da

população (Nelder; Wedderburn, 1972).

No caso dos modelos de regressão univariados, matematicamente, consideramos Yi, i =

1, . . . ,n, como uma variável resposta. Deste modo, o modelo de regressão linear (MRL) pode

ser expresso como

Yi = β0 +β1xi1 +β2xi2 + . . .+βrxir + εi, (2.1)

em que x1, . . . ,xr são variáveis independentes, cujos valores são supostamente conhecidos,

β0,β1, . . . ,βr são os parâmetros do modelo a serem estimados e εi
iid∼ N(µ,σ2) são erros ale-

atórios supostos independentes e identicamente distribuídos (iid).

Ao estabelecer o modelo de regressão linear apresentado em (2.1), pressupomos que: (i)

a relação entre as variáveis explicativas e a variável resposta é linear; (ii) os valores das variáveis

explicativas são fixos; (iii) a média do erro é nula, isto é, E (εi) = 0; e (iv) a variância do erro

σ2 é constante.
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O modelo (2.1) pode ser escrito de forma matricial, como,

YYY ind∼ N(µµµ,σσσ2)

µµµ = XXXβββ , (2.2)

em que YYY = (Y1, . . . ,Yn)
⊤ é o vetor da variável resposta, XXX é a matriz de delineamento com

dimensão (n×b), sendo b= r+1, βββ = (β0, . . . ,βr)
⊤ é o vetor de parâmetros, µµµ = (µ1, . . . ,µn)

⊤

é o vetor de média, σσσ2 = (σ2, . . . ,σ2)⊤ é um vetor de variância constante (Rencher; Schaalje,

2008; Stasinopoulos et al., 2017).

2.1.2 Modelo linear generalizado

Um dos pressupostos mais rigorosos de se trabalhar com os modelos lineares é que a

variável resposta em estudo deve, necessariamente, seguir uma distribuição normal. Com o

intuito de mitigar tal pressuposto, Nelder e Wedderburn (1972) propuseram os modelos lineares

generalizados (GLM), nos quais é possível considerar outras distribuições de probabilidade para

a variável resposta, sendo essas distribuições pertencentes à família exponencial (Paula, 2004).

Uma distribuição pertencente à família exponencial (FE ) é aquela cuja função (densidade) de

probabilidade pode ser escrita na forma

f (y|µ,φ) = exp
{

yθ −b(θ)
φ

+ c(y,φ)
}
, (2.3)

em que φ é o parâmetro de dispersão, b(·) e c(·) são funções conhecidas, E(Y ) = µ = b′(θ)

e Var(Y ) = φb′′ (θ). Alguns exemplos de distribuições pertencentes à esta classe são: normal,

Poisson, binomial, gama e normal inversa (Cordeiro; Demétrio; Moral, 2024).

De maneira geral, um GLM possui três componentes: (i) componente aleatório - uma

variável resposta cuja distribuição pertence à FE ; (ii) componente sistemático - as variáveis ex-

plicativas são consideradas no modelo na forma de uma soma linear de efeitos; e (iii) função de

ligação - especifica o relacionamento entre o componente aleatório e o componente sistemático,

isto é, vincula E (Y ) com as variáveis explicativas (Cordeiro; Demétrio; Moral, 2024).

Matematicamente, o GLM pode ser escrito como

Yi
ind∼ FE (µi,φ) , (2.4)
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em que

g(µi) = β0 +β1xi1 + . . .βrxir (2.5)

e g(·) é chamada de função de ligação. Matricialmente, podemos reescrever

YYY ind∼ FE (µµµ,φφφ)

ηηη = g(µµµ) = XXXβββ (2.6)

em que ηηη é chamado de preditor linear e φφφ = (φ , . . . ,φ)⊤ é um vetor de constantes φ .

2.1.3 Modelo aditivo generalizado

Uma das limitações dos GLM é considerar que a relação entre a média da resposta e

as variáveis explicativas é linear. Neste sentido, Hastie e Tibshirani (1990) desenvolveram os

modelos aditivos generalizados (GAM) que, basicamente, adicionam ao preditor linear, uma

soma de funções de suavização não-paramétricas. Podemos escrever um GAM como

YYY ind∼ FE (µµµ,φφφ)

ηηη = g(µµµ) = XXXβββ +
J

∑
j=1

s j(xxx j), (2.7)

em que s j(·) é a função de suavização não-paramétrica aplicada à covariável xxx j. Existem várias

funções de suavização, dentre elas, splines cúbicas, polinômios fracionais e potência, ajuste não

linear, P-splines, P-splines cíclicos, P-splines monótonos, P-splines encolhidos em zero e P-

splines de coeficientes variantes (Stasinopoulos et al., 2017). Ramires et al. (2019b) enfatizam

que quando uma função de suavização é adicionada ao modelo, usualmente, não se realizam

testes de hipóteses, mas sim, interpretamos seu relacionamento graficamente.

2.1.3.1 P-splines

Os P-splines, propostos por Eilers e Marx (1996), resultam da combinação da base dos

B-splines (De Boor, 1978), que é uma base ortogonal de um polinômio por partes, com uma

penalidade aplicada aos coeficientes do modelo. A ideia original foi baseada no trabalho de

O’Sullivan (1986) e é derivada como a solução analítica do problema de mínimos quadrados
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penalizados que minimiza em relação ao parâmetro γγγ , dado por

SSS = (yyy−BBBγγγ)⊤WWW (yyy−BBBγγγ)+λγγγ
⊤PPPγγγ, (2.8)

em que BBB é uma matriz n× r de base B-spline, γγγ é um vetor paramétrico r-dimensional, WWW é

uma matriz diagonal de pesos de dimensão n× n, PPP = DDD⊤DDD é uma matriz de penalidades de

dimensão r × r e λ é um parâmetro de suavização. A solução para o problema dos mínimos

quadrados penalizados é dada por:

γ̂γγ = (BBB⊤WWWBBB+λDDD⊤DDD)−1BBB⊤WWWyyy. (2.9)

Do ponto de vista de interpretação, quanto maior o valor de λ , maior será a influência da

penalidade e, portanto, mais suave será a função ajustada. Existem outros parâmetros implícitos

no ajuste de um P-spline, como o número de nós e o grau do polinômio por partes na definição

da base BBB, e a ordem das diferenças na matriz de penalidade DDD. Esses parâmetros afetam o

ajuste do modelo, mas não tanto quanto o parâmetro de suavização λ (Stasinopoulos et al.,

2017).

O uso do grau do polinômio por partes é assegurado pela continuidade das primeira e

segunda derivadas da função ajustada, resultando em uma curva mais suave. A ordem padrão

das diferenças na penalidade é dois, assumindo que os coeficientes γγγ se comportam como um

passeio aleatório de segunda ordem. O número de nós B-splines excede o número de obser-

vações sem prejudicar o método. A simplicidade e flexibilidade dos P-splines são destacadas,

além de uma interpretação de efeitos aleatórios (Hastie; Tibshirani, 1990; Stasinopoulos et al.,

2017).

2.1.4 Modelos aditivos generalizados para locação, escala e forma

Apesar da flexibilização alcançada com os GAM, ainda há dois potenciais problemas

em sua utilização: (i) apenas o parâmetro da média é explicitamente modelado com base nas

covariáveis; e (ii) a distribuição da variável resposta ainda deve, necessariamente, pertencer à

FE .

Para superar os entraves supracitados, os modelos aditivos generalizados para locação,

escala e forma (GAMLSS) foram propostos por Rigby e Stasinopoulos (2005). Os GAMLSS

são uma abordagem para aprendizado estatístico, sendo considerados como uma classe de mo-
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delos de regressão univariados semi-paramétricos que generalizam os modelos anteriormente

apresentados (LM, GLM e GAM). Nesta abordagem, qualquer distribuição D pode ser assu-

mida para representar a resposta e todo e qualquer parâmetro desta distribuição pode ser dire-

tamente modelado por meio de funções lineares e de suavização não-paramétricas, isto é, são

construídas diferentes estruturas de regressão para cada um dos parâmetros.

Matematicamente, um GAMLSS pode ser definido como

YYY ind∼ D(θθθ k)

gk(θθθ k) = XXXkβββ k +
Jk

∑
j=1

sk j(xxxk j), (2.10)

θθθ k = (θθθ 1, . . . ,θθθ p)
⊤ é o vetor de parâmetros associados à distribuição D da variável

resposta, gk(·), k = 1, . . . , p, denotam as funções de ligação relacionadas aos k-parâmetros da

distribuição - usualmente escolhidas com base no suporte do parâmetro (De Bastiani et al.,

2018), XXXk é uma matriz de delineamento, βββ k = (β1k, . . . ,βJkk)
⊤ é o vetor de parâmetros e sk j(·)

é uma função de suavização que explica o relacionamento da covariável xxxk j. Se
Jk

∑
j=1

sk j(xxxk j) = 0,

então o GAMLSS é reduzido à sua versão linear paramétrica (Nakamura et al., 2019; Righetto

et al., 2019).

No caso em que k = 1, . . . ,4, o modelo (1) se reduz ao caso

Y ind∼ D(µµµ,σσσ ,ννν ,τττ)

g1(µµµ) = XXX1βββ 1 +
J1

∑
j=1

s1 j(xxx1 j)

g2(σσσ) = XXX2βββ 2 +
J2

∑
j=1

s2 j(xxx2 j) (2.11)

g3(ννν) = XXX3βββ 3 +
J3

∑
j=1

s3 j(xxx3 j)

g4(τττ) = XXX4βββ 4 +
J4

∑
j=1

s4 j(xxx4 j),

em que, usualmente, µµµ e σσσ são parâmetros de locação e escala, respectivamente, e ννν e τττ são

parâmetros de forma.
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Segundo Rigby e Stasinopoulos (2005), as funções de suavização dos GAMLSS podem,

na maioria das situações, serem reescritas como s(xxx) = ZZZγγγ , em que ZZZ é a matriz de base de-

pendendo dos valores de xxx e γ é um conjunto de parâmetros sujeitos à penalização λλλγγγ⊤ GGGγγγ ,

para uma matriz conhecida GGG = DDD⊤DDD em que DDD é uma matriz de diferenças e λλλ é um vetor ou

escalar de hiperparâmetros que regula o grau de suavização necessário no ajuste.

Dessa forma, podemos reescrever o modelo (2.12) como

Y ind∼ D(µµµ,σσσ ,ννν ,τττ)

g1(µµµ) = XXX1βββ 1 +
J1

∑
j=1

ZZZ1 j(γγγ1 j)

g2(σσσ) = XXX2βββ 2 +
J2

∑
j=1

ZZZ2 j(γγγ2 j)

g3(ννν) = XXX3βββ 3 +
J3

∑
j=1

ZZZ3 j(γγγ3 j)

g4(τττ) = XXX4βββ 4 +
J4

∑
j=1

ZZZ4 j(γγγ4 j),

em que γγγk j
iid∼ N

(
0,GGG−

k j

(
λλλ k j

))
são os parâmetros de efeito aleatório e GGG−

k j(λλλ k j) a inversa (ge-

neralizada) da matriz simétrica GGGk j(λλλ k j) de ordem qk j ×qk j.

2.1.4.1 Distribuições da família GAMLSS

De forma resumida, como mencionado na Seção 2.1.4, qualquer distribuição D pode ser

utilizada para representar a variável resposta, independentemente dela pertencer, ou não, à famí-

lia exponencial. Podemos dividí-las em três grandes grupos: distribuições contínuas, discretas

e mistas, ou seja, uma mistura de uma distribuição discreta (por exemplo, com probabilidade de

valor zero, ou seja, y= 0) e uma distribuição contínua (por exemplo, y> 0). Destes, há distribui-

ções com características que comportam dados fortemente assimétricos, bem como com caudas

pesadas (leptocurtose) e leves (platicurtose). Há um pacote específico da família GAMLSS

de distribuições denominado gamlss.family (Stasinopoulos; Rigby, 2008), no software R (R

CORE TEAM, 2024), onde mais de 100 distribuições já estão implementadas. Algumas dessas

distribuições contínuas, discretas e mistas são apresentadas nos Quadros 2.1, 2.2 e 2.3, respec-

tivamente.
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Quadro 2.1 – Distribuições contínuas implementadas em gamlss.dist (com funções de liga-
ção predefinidas).

(Continua)

Ord. Distribuição gamlss Intervalo Função de ligação

µ σ ν τ

1 beta BE (0, 1) logit logit - -
2 Box-Cox Cole-Green BCCG (0, ∞) ident. log ident. -
3 Box-Cox Cole-Green orig. BCCGo (0, ∞) log log ident. -
4 Box-Cox power exponencial BCPE (0, ∞) ident. log ident. log
5 Box-Cox Power Expon. orig. BCPEo (0, ∞) log log ident. log
6 Box-Cox t BCT (0, ∞) ident. log ident. log
7 Box-Cox t orig. BCTo (0, ∞) log log ident. log
8 exponencial EXP (0, ∞) log - - -
9 exponencial gaussiana exGAUS (−∞, ∞) ident. log log -
10 exponencial gen. beta 2 EGB2 (−∞, ∞) ident. log log log
11 gama GA (0, ∞) log log - -
12 beta generalizada tipo 1 GB1 (0, 1) logit logit log log
13 beta generalizada tipo 2 GB2 (0, ∞) logit logit log log
14 gama generalizada GG (0, ∞) log log ident. -
15 gaussiana inversa generalizada GIG (0, ∞) log log ident. -
16 t generalizado GT (−∞, ∞) ident. log log log
17 Gumbel GU (−∞, ∞) ident. log - -
18 gama inversa IGAMMA (0, ∞) log log - -
19 Gaussiana inversa IGAMMA (0, ∞) log log - -
20 reparação SU da Johnson’s JSU (−∞, ∞) ident. log ident. log
21 SU original de Johnson JSUo (−∞, ∞) ident. log ident. log
22 logística LO (−∞, ∞) ident. log - -
23 logit normal LOGITNO (0, 1) ident. log - -
24 log normal LOGNO (0, ∞) ident. log - -
25 log normal 2 LOGNO2 (0, ∞) log log - -
26 log normal (Box-Cox) LNO (0, ∞) ident. log fixed -
27 NET NET (−∞, ∞) ident. log fixed fixed
28 normal NO, NO2 (−∞, ∞) ident. log - -
29 família normal NOF (−∞, ∞) ident. log - -
30 Pareto 2 PARETO2 (0, ∞) log log - -
31 Pareto 2 original PARETO2o (0, ∞) log log - -
32 Pareto 2 repar GP (0, ∞) log log - -
33 potência exponencial PE (−∞, ∞) ident. log log -
34 extremo inverso gen. RGE y > µ − (σ/ν) ident. log log -
35 Gumbel invertido RG (−∞, ∞) ident. log - -
36 sinh-arcsinh SHASH (−∞, ∞) ident. log log log
37 sinh-arcsinh original SHASHo (−∞, ∞) ident. log ident. log
38 sinh-arcsinh original 2 SHASHo2 (−∞, ∞) ident. log ident. log
39 normal oblíqua tipo 1 SN1 (−∞, ∞) ident. log ident. -
40 normal oblíqua tipo 2 SN2 (−∞, ∞) ident. log log -
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Quadro 2.1 – Distribuições contínuas implementadas em gamlss.dist (com funções de ligação
predefinidas).

(Conclusão)

Ord. Distribuição gamlss Intervalo Função de ligação

µ σ ν τ

41 potência oblíqua exp. tipo 1 SEP1 (−∞, ∞) ident. log ident. log
42 potência oblíqua exp. tipo 2 SEP2 (−∞, ∞) ident. log ident. log
43 potência oblíqua exp. tipo 3 SEP3 (−∞, ∞) ident. log log log
44 potência oblíqua exp. tipo 4 SEP4 (−∞, ∞) ident. log log log
45 skew t tipo 1 ST1 (−∞, ∞) ident. log ident. log
46 skew t tipo 2 ST2 (−∞, ∞) ident. log log log
47 skew t tipo 3 ST3 (−∞, ∞) ident. log log log
48 skew t tipo 3 repar SST (−∞, ∞) ident. log log log-2
49 skew t tipo 4 ST4 (−∞, ∞) ident. log ident. log
50 skew t tipo 5 ST5 (−∞, ∞) ident. log log log
51 família t TF (−∞, ∞) ident. log log -
52 família t repar TF2 (−∞, ∞) ident. log log-2 -
53 Weibull WEI (0, ∞) log log - -
54 Weibull (PH) WEI2 (0, ∞) log log - -
55 Weibull à média) WEI3 (0, ∞) log log - -

Fonte: Adaptado de Rigby et al. (2019)

Quadro 2.2 – Distribuições discretas implementadas em gamlss.dist (com funções de liga-
ção predefinidas).

(Continua)

Ord. Distribuição gamlss Intervalo Função de ligação

µ σ ν τ

1 beta binomial BB {0,1,..., n} logit log - -
2 beta neg. binomial BNB {0,1, 2, ...} log log log -
3 binomial BI {0,1,..., n} logit - - -
4 geométrica GEOM {0,1, 2, ...} log - - -
5 geométrica (original) GEOMo {0,1, 2, ...} logit - - -
6 logarítmica LG 1,2, ...,∞ logit - - -
7 Delaporte DEL {0,1, 2, ...} log log logit -
8 duplo Poisson DPO {0,1, 2, ...} log log - -
9 Multinomial MULTIN 1,2, ...,n R R R -
10 binomial negativa tipo I NBI {0,1, 2, ...} log log log -
11 binomial negativa tipo II NBII {0,1, 2, ...} log log log -
12 família binomial negativa NBF {0,1, 2, ...} log log log ident.
13 Poisson PO {0,1, 2, ...} log - - -
14 Poisson inv. Gaussiano PIG {0,1, 2, ...} log log - -
15 GIG deslocado de Poisson PSGIG {0,1, 2, ...} log log logit logit
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Quadro 2.2 – Distribuições discretas implementadas em gamlss.dist (com funções de liga-
ção predefinidas).

(Conclusão)

Ord. Distribuição gamlss Intervalo Função de ligação

µ σ ν τ

16 Sichel SI {0,1, 2, ...} log log identity -
17 Sichel (µ a média) SICHEL {0,1, 2, ...} log log identity -
18 Waring (µ a média) WARING {0,1, 2, ...} log log - -
19 Yule (µ a média) YULE {0,1, 2, ...} log - - -
20 zero alt. beta binomial ZABB {0,1,..., n} logit log logit -
21 zero alt. beta neg. binomial ZABNB {0,1, 2, ...} log log ident. logit
22 zero alt. binomial ZABI {0,1,..., n} logit logit - -
23 zero alt. logarítmica ZALG {0,1, 2, ...} logit logit - -
24 zero alt. neg. binomial ZANBI {0,1, 2, ...} log log logit -
25 zero alt. neg. binom. fam. ZANBF {0,1, 2, ...} log log log logit
26 zero alt. PIG ZAPIG {0,1, 2, ...} log log logit -
27 zero alt. Sichel ZASICHEL {0,1, 2, ...} log log identity logit
28 zero alt. poisson ZAPIG {0,1, 2, ...} log logit - -
29 zero alt. zipf ZAZIPF {0,1, 2, ...} log logit - -
30 zero inf. beta binomial ZIBB {0,1, 2, ...} logit log logit -
31 zero inf. beta neg. binom. ZIBNB {0,1, 2, ...} log log log logit
32 zero inf. Binomial ZIBI {0,1,..., n} logit logit - -
33 zero inf. neg. binomial ZINBI {0,1, 2, ...} logit log logit -
34 zero inf. neg. binom. fam. ZINBF {0,1, 2, ...} log log log logit
35 zero inf. Poisson ZIP {0,1, 2, ...} logit logit - -
36 zero inf. poisson (µ a média) ZIP2 {0,1, 2, ...} logit logit - -
37 zero inf. PIG ZIPIG {0,1, 2, ...} logit log logit -
38 zero inf. Sichel ZISICHEL {0,1, 2, ...} logit log log identity
39 zipf ZIPF {0,1, 2, ...} log log - -

Fonte: Adaptado de Rigby et al. (2019)

Quadro 2.3 – Distribuições mistas implementadas no pacote gamlss.dist.

ord. Distribuição gamlss Intervalo Função de ligação

µ σ ν τ

1 beta inflacionada (em 0) BEOI [0, 1) logit log logit -
2 beta inflacionada (em 0) BEINFO [0, 1) logit logit log -
3 beta inflacionada (em 1) BEZI (0, 1] logit log logit -
4 beta inflacionada (em 1) BEINF1 (0, 1] logit logit log -
5 beta inflacionada (em 0 e 1) BEINF [0, 1] logit logit log log
6 GA zero-ajustada ZAGA [0, ∞) log log logit -
7 IG zero-ajustada ZAIG [0, ∞) log log logit -

Fonte: Adaptado de Rigby et al. (2019)
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Outrossim, há ainda a possibilidade de se implementar novas distribuições caso neces-

sário (Roquim et al., 2021), além de ser possível construir novas distribuições a partir de trans-

formações daquelas já implementadas no pacote gamlss.family (Stasinopoulos et al., 2017).

As funções disponíveis são apresentadas a seguir:

a) gen.Family(): transformação logarítmica ou do tipo logit em qualquer distribuição

que assuma que a variável resposta esteja no intervalo −∞ < Y < ∞;

b) gen.trun(): função pertencente ao pacote gamlss.tr que realiza o truncamento de

qualquer distribuição;

c) gen.cens(): função pertencente ao pacote gamlss.cens que constrói versões censu-

radas de distribuições no intervalo (0,∞);

d) gamlssZadj(): função pertencente ao pacote gamlss.inf que constrói versões ajusta-

das em zero de distribuições no intervalo (0,∞);

e) gen.Inf0to1(): função pertencente ao pacote gamlss.inf que constrói versões infla-

cionadas em zero e/ou um de distribuições no intervalo (0,1).

Mais informações sobre as distribuições podem ser encontradas em Rigby et al. (2019).

2.1.4.1.1 Distribuições zero-ajustadas

Variáveis resposta que assumem valor zero ou uma quantidade positiva contínua, isto

é, 0 ≤ Y < ∞, são comumente encontradas em diversas áreas de aplicação e podem ser repre-

sentadas, por exemplo, pelas distribuições ZAGA e ZAIG (Tabela 2.3), que são distribuições

zero-ajustadas (também denominadas como distribuições semicontínuas ou com peso zero).

As abordagens de modelagem para tais variáveis compreendem modelos de duas partes,

nos quais a probabilidade zero e o componente contínuo são modelados separadamente, que é

a abordagem que adotamos a seguir; e modelos Tobit (Tobin, 1958), que assumem uma dis-

tribuição qualquer subjacente para a resposta, que é censurada à esquerda em zero (Liu et al.,

2019; Neelon; O’Malley; Smith, 2016). Esta segunda abordagem é mais restritiva, uma vez que

a probabilidade de ocorrência de zero não pode ser modelada explicitamente.



31

Nesta estrutura, a distribuição Y ∼ D(θθθ k,π0) de uma resposta zero-ajustada assume a

forma

fY (y|θθθ k,π0) =

 π0 se y = 0

(1−π0) fYi(y|θθθ k) se y > 0
(2.12)

em que π0 = PPP(Y = 0), 0 < π0 < 1, é a probabilidade do ponto em zero e fYi(y|θθθ k) é qualquer

função densidade de probabilidade com suporte na linha real positiva, com parâmetros θθθ
⊤
k =

(θ1, . . . ,θp). O logaritmo da função de verossimilhança, neste caso, pode ser dividida em dois

componentes: (i) um modelo binário, no qual a probabilidade de ocorrência do valor zero é

modelado explicitamente a partir das variáveis explicativas disponíveis; e (ii) modelagem usual

com base na estrutura dos GAMLSS para respostas positivas (Stasinopoulos et al., 2023). Desta

maneira, Stasinopoulos et al. (2023) reescrevem um GAMLSS baseado em uma distribuição

zero-ajustada como

yyy ind∼ D(πππ0,θθθ 1, . . . ,θθθ p) (2.13)

gπ(πππ0) = XXXπβββ π + sπ1(xxxπ1)+ . . .+ sπJπ
(xxxπJπ

) (2.14)

gk(θθθ k) = XXXkβββ k + sk1(xxxk1)+ . . .+ skJk(xxxkJk) (2.15)

em que, a equação (2.14) refere-se ao preditor do modelo para a probabilidade π0 de ocorrência

de zero.

2.1.4.2 Método de estimação dos parâmetros

Segundo Rigby et al. (2019), o processo de estimação dos parâmetros dos GAMLSS em

sua versão linear paramétrica consiste em utilizar o método de máxima verossimilhança, isto é,

maximizamos a função de máxima verossimilhança, dada por

ℓ=
n

∑
i=1

log f (yi|µµµ i,σσσ i,ννν i,τττ i), (2.16)

em que f (·) representa a função (densidade) de probabilidade da variável de resposta.

Para modelos que apresentam termos de suavização não paramétricos, como, por exem-

plo, os P-splines, é necessário recorrer ao método da máxima verossimilhança penalizada, que
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consiste na maximização da função

ℓp = ℓ− 1
2

p

∑
k=1

Jk

∑
j=1

λk jγ
′
k jPPPk jγk j. (2.17)

Rigby e Stasinopoulos (2005) sugerem dois algoritmos para estimar um GAMLSS para

valores fixos de λ , a fim de maximizar a função de verossimilhança penalizada, denominados

algoritmos CG e RS. O CG, uma generalização do algoritmo proposto por Cole e Green (1992),

requer informações sobre a primeira e segunda derivadas cruzadas do logaritmo da função de

verossimilhança em relação aos parâmetros de distribuição θθθ k; ao passo que o RS, uma ge-

neralização do algoritmo proposto por Rigby e Stasinopoulos (1996), não utiliza as derivadas

cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança. Uma terceira opção, composta por passos

iniciais de RS e, posteriormente, por passos de CG, também é bastante utilizada (Stasinopoulos

et al., 2017).

2.1.4.3 Seleção das variáveis

O processo de seleção de variáveis a serem introduzidas em cada uma das estruturas de

regressão dos parâmetros θθθ k pode ser realizado de diferentes maneiras (Stasinopoulos et al.,

2017). Segundo Ramires et al. (2021), a Estratégia A, implementada no pacote gamlss por

meio da função stepGAICAll.A(), é a mais utilizada. Ela consiste em uma abordagem de

seleção de variáveis com base no procedimento stepwise.

Considere uma distribuição com quatro parâmetros, isto é, θθθ k = (µ,σ ,ν ,τ)⊤, conforme

Nakamura et al. (2017), a Estratégia A funciona da seguinte maneira:

a) ajusta-se um modelo para µ por meio do procedimento forward baseado em algum

critério de seleção, por exemplo, o critério de informação de Akaike (Akaike, 1974),

considerando σ ,ν e τ como constantes;

b) usando o mesmo procedimento, o modelo para o parâmetro σ é ajustado, considerando

o modelo ajustado para o parâmetro µ no passo (1) e os parâmetros restantes como

constantes;

c) o modelo para o parâmetro ν é ajustado utilizando um procedimento forward, conside-

rando os modelos de µ e σ obtidos nos passos (1) e (2) e τ como fixo;
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d) o modelo para o parâmetro τ é ajustado por meio de um procedimento forward conside-

rado os três modelos ajustados nos passos (1), (2) e (3);

e) reajusta-se o parâmetro ν , pelo procedimento backward, dado todas as demais estruturas

de regressão já ajustados;

f) um procedimento backward é realizado para o modelo do parâmetro σ considerando

todos os outros modelos ajustados;

g) finalmente, um último procedimento backward é realizado para o parâmetro µ , considerando-

se os modelos para σ , ν e τ .

Após os sete passos, o modelo final irá conter covariáveis para cada parâmetro da distribuição.

Vale ressaltar que as estruturas construídas não serão necessariamente iguais.

2.2 Diagnóstico do modelo

Este processo é uma etapa fundamental em qualquer modelo de regressão. Em todos

modelos de regressão, a análise de resíduos é uma prática indispensável. Nos GAMLSS, usual-

mente são utilizados os resíduos quantílicos (aleatorizados) normalizados (Dunn; Smyth, 1996),

uma vez que, independentemente da distribuição assumida para a variável resposta, os resíduos

sempre têm uma distribuição normal padrão se o modelo assumido é adequado aos dados. Estes

resíduos são obtidos pela expressão

r̂i = Φ
−1(ûi), (2.18)

em que Φ−1(·) é o inverso da função distribuição acumulada da normal padrão, e os ûi são

denominados resíduos quantílicos. Esses resíduos são obtidos de maneira distinta para variá-

veis contínuas e discretas. Para verificar as pressuposições do modelo baseados nos resíduos,

usualmente utilizamos métodos gráficos, como, por exemplo, o worm plot (Buuren; Fredriks,

2001).

O worm plot é um gráfico eficaz para detectar áreas em que o modelo não está bem

ajustado aos dados. Graficamente, os resíduos formam uma curva semelhante a uma minhoca,

onde é possível identificar possíveis problemas nos resíduos e, consequentemente, no modelo

ajustado, conforme mostra a Quadro 2.4.
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Quadro 2.4 – Diferentes formatos de worm plot e interpretações

Formato Resíduos Parâmetros ajustado

Nível: acima da origem Média muito alta Locação subestimada
Nível: abaixo da origem Média muito baixa Locação superestimada
Reta: inclinação positiva Variância muito alta Escala subestimada
Reta: inclinação negativa Variância muito baixa Escala superestimada
U Assimetria positiva Assimetria subestimada
U invertido Assimetria negativa Assimetria superestimada
S com curva esquerda pra baixo Leptocurtose Cauda muito leve
S com curva esquerda pra cima Platicurtose Cauda muito pesada

Fonte: Adaptado de Stasinopoulos et al. (2017)

Segundo Stasinopoulos et al. (2017), a Figura 2.1 apresenta os diferentes worm plots,

que evidenciam problemas em parâmetros como variância, assimetria e curtose dos resíduos.

Além disso, são relatados problemas relacionados à distribuição ajustada. O formato de cada

worm plot correspondente da Quadro 2.4 pode ser caracterizado da seguinte maneira, conforme

mostrado na Figura 2.1, o nível acima da origem corresponde ao worm plot do Painel (a); o

nível abaixo da origem do Painel (b); a reta com inclinação positiva é representada pelo Painel

(c); a reta com inclinação negativa é mostrada no Painel (d); a forma em U corresponde ao

Painel (f); a U invertida é a do Painel (e); a forma em S com curva esquerda para baixo é vista

no Painel (g); e, finalmente, a forma em S com curva esquerda para cima corresponde ao Painel

(h).
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Figura 2.1 – Diferentes tipos de falhas do modelo indicadas pelo worm plot: (a) e (b) indicam
falha no ajuste correto da locação; (c) e (d) indicam falha no ajuste correto da
escala; (e) e (f) indicam falha no ajuste correto da assimetria; e (g) e (h) indicam
falha no ajuste correto da curtose.

Fonte: Stasinopoulos et al. (2017)
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3 METODOLOGIA

Para o desenvolvimento dessa pesquisa foram estipuladas duas etapas. A primeira etapa

adotou uma abordagem quali-quantitativa, baseada na busca e análise de documentos disponí-

veis na literatura sobre modelos aditivos generalizados para locação, escala e forma (GAMLSS),

complementada por uma busca exploratória. As principais bases de dados utilizadas foram:

Web of Science e Scopus (Elsevier), com acesso disponibilizado por meio do portal Periódicos

CAPES (CAPES et al., 2024).

O software Zotero foi empregado para o gerenciamento de referências, organização de

referências e armazenamento de bancos de dados de artigos relacionados ao tópico em estudo.

Este software de código aberto destaca-se pela precisão na geração de bibliografias e por sua

compatibilidade com formatos como RIS, BibTeX e Zotero RDF (Ivey; Crum, 2018; Ahmed;

Dhubaib, 2011). Além disso, o Zotero foi utilizado para examinar manualmente a qualidade das

publicações, verificando a relevância das palavras-chave selecionadas, com base no protocolo

de pesquisa por Ferenhof e Fernandes (2016.

Entre diversas ferramentas de software voltadas para mapeamento científico e suporte à

análise bibliométrica, como Bibliometrix (Aria; Cuccurullo, 2017), CitNetExplorer (Eck; Walt-

man, 2014), VOSviewer (Eck; Waltman, 2010), SciMAT (Cobo et al., 2012), BibExcel (Pers-

son; Danell; Schneider, 2009), Science of Science (Sci2) Tool (Team, 2009) e CiteSpace (Chen,

2006), foi utilizada a ferramenta Bibliometrix, disponibilizada como um pacote no software R

(R CORE TEAM, 2024). O Bibliometrix oferece um conjunto robusto de ferramentas para pes-

quisa quantitativa em bibliometria e cienciometria (Aria; Cuccurullo, 2017; Cuccurullo; Aria;

Sarto, 2016; Donthu et al., 2021). Desenvolvido na linguagem R, que é interativa e de có-

digo aberto, o pacote conta com suporte adicional da interface gráfica Biblioshiny, facilitando

análises complexas. Maiores detalhes podem ser encontrados no Artigo 1 desta dissertação,

intitulado: “Historical developments and research trends in GAMLSS”.

A segunda etapa da pesquisa envolveu a construção de distribuições contínuas de pro-

babilidade adicional de não-ocorrência do evento de interesse, utilizando os GAMLSS. Foram

exploradas distribuições pertencentes à família Box-Cox (Nakamura et al., 2022a), com foco

nas distribuições Box-Cox Cole e Green (BCCG) (Cole; Green, 1992) e Box-Cox Exponencial

Potência (BCPE) (Rigby; Stasinopoulos, 2004). Com o objetivo de modelar probabilidade de

zeros e a componente contínua, foram propostas distribuições derivadas das BCCG e BCPE:

BCCG zero-ajustada (zBCCG) e BCPE zero-ajustada (zBCPE). Essas distribuições foram de-

https://www-periodicos-capes-gov-br.ez26.periodicos.capes.gov.br/
https://www-periodicos-capes-gov-br.ez26.periodicos.capes.gov.br/
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senvolvidas a partir da base de transformação para distribuições zero-ajustadas, conforme pro-

posto por Stasinopoulos et al. (2023), e a avaliação das novas distribuições foi realizada por

meio de simulações em diferentes cenários estatísticos, além de uma aplicação a dados de se-

guros agrícolas.

3.1 Estudo de caso: seguros agrícolas

A agricultura é amplamente reconhecida como um motor crucial para o desenvolvimento

econômico e o bem-estar de grande parte da população mundial, especialmente nas economias

em desenvolvimento. Segundo o Banco Mundial, 43% da população mundial vive em zonas

rurais. No Brasil, essa cifra é de 12%. Além disso, 70% das pessoas em situação de vulnerabi-

lidade socioeconômica vivem em zonas rurais, onde a agricultura é a principal fonte de renda e

emprego (Bank, 2024).

A atividade agrícola depende de condições climáticas incontroláveis que afetam a vida

dos agricultores, especialmente nos países em desenvolvimento, onde os métodos tradicionais,

como o uso de ferramentas manuais e a falta de tecnologia avançada, ainda predominam. Essas

condições climáticas adversas podem ser mitigadas por meio de métodos de gestão agrícola e

transferência de riscos, como o seguro agrícola (Bilgin et al., 2022). Esse seguro é considerado

um dos principais instrumentos de gestão de risco agrícola e um motor significativo do desen-

volvimento agrícola mundial (Zou et al., 2022). No entanto, o seguro agrícola raramente está

disponível fora das ofertas governamentais subsidiadas, que geralmente alcançam apenas uma

pequena fração dos pequenos agricultores.

O seguro agrícola é um serviço que protege o produtor rural contra perdas causadas por

desastres climáticos e outras adversidades (Gasparetto; Pozzo; Ozaki, 2023). Ele permite que

os agricultores diversifiquem riscos que anteriormente não conseguiam gerir completamente,

afetando diretamente seu rendimento e suas decisões de produção. Entretanto, a disponibili-

dade e eficácia do seguro agrícola variam globalmente, dependendo de fatores como o nível

de desenvolvimento, a estrutura agrícola, as condições climáticas e políticas agrícolas (Kutlar;

Akcaoz, 2021; Bilgin et al., 2022).

Formalmente, a incerteza para os agricultores pode ser classificada em quatro principais

fontes: (i) Produção - incerteza na quantidade e qualidade da produção devido aos longos ciclos

de produção agrícola; (ii) Preço - volatilidade dos preços agravada por características dos mer-

cados agrícolas; (iii) Tecnologia - novas técnicas de produção que podem tornar obsoletos os
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investimentos anteriores; (iv) Política - riscos associados a mudanças nas políticas governamen-

tais, como subsídios e gestão de terras (Moschini; Hennessy, 2001; Türkten; Yıldırım; Ceyhan,

2023).

A gestão de risco agrícola em várias partes do mundo, como EUA, Gana, Etiópia, China,

e Turquia, inclui estratégias de transferência de risco e seguros agrícolas baseados em índices

que protegem contra perdas profundas. Além disso, essas formas de proteção são de fáceis

compreensão e exigem pouco controle direto por parte do produtor (Asseldonk et al., 2019;

Arias et al., 2018).

Deve-se perceber que, o seguro agrícola é especialmente relevante para pesquisado-

res e formuladores de políticas públicas e/ou privadas que buscam reduzir a vulnerabilidade e

promover a produtividade entre as populações rurais pobres. A disponibilidade desse seguro

pode atrair crédito, uma vez que famílias seguradas representam menor risco para credores.

Além disso, combinar seguros com investimentos produtivos pode melhorar significativamente

o bem-estar das famílias rurais (Lom; Caprian, 2023; Carter; Cheng; Sarris, 2016).

Apesar dos benefícios, existem desafios, como as altas taxas de inflação em países em

desenvolvimento (Pearcy; Smith, 2015) e a redução de insumos agrícolas (Bulte; Lensink,

2023). Contudo, o impacto positivo do seguro agrícola inclui a melhoria da produtividade

agrícola e a redução das disparidades de renda entre áreas urbanas e rurais (Wen et al., 2023).

No Brasil, o governo tem implementado programas para incentivar a adoção do seguro

agrícola, como o Programa de Subvenção ao Seguro Rural (PSR), instituído pela Lei 10.823 de

19 de dezembro de 2003 e pelo Decreto 5.121 de 30 de junho de 2004, visando reduzir custos

para produtores e aumentar a utilização desse instrumento de gestão de riscos (Carrer et al.,

2020; Leite; Castro; Tateishi, 2023).

Existem quatro modalidades de seguro agrícola no Brasil: custeio agrícola, faturamento

ou receita, produção e índices climáticos. Além disso, há dois tipos de contrato: multirrisco e

risco nomeado (Gasparetto; Pozzo; Ozaki, 2023; Carrer et al., 2020). Dados do Ministério da

Agricultura, Pecuária e Abastecimento - MAPA, 2024 mostram que a soja lidera o ranking de

apólices históricas, com 732,61 mil (43,9%), seguida pelo milho da segunda safra, com 227,56

mil (13,5%), e pela uva, com 145,01 mil (8,6%). A quantidade de produtores e apólices emiti-

das é liderada pela Brasilseg, com 126,01 mil (23,7%) e 587,35 mil (34,9%), respectivamente

(MAPA, 2024). Maiores detalhes podem ser encontrados no Artigo 2 desta dissertação, intitu-

lado: Novas distribuições zero-ajustadas baseada na família Box-Cox.

https://mapa-indicadores.agricultura.gov.br/publico/extensions/SISSER/SISSER.html
https://mapa-indicadores.agricultura.gov.br/publico/extensions/SISSER/SISSER.html
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ABSTRACT

This paper is a historical study starting on the first peer-reviewed publication on generalised

additive models for location, scale and shape (GAMLSS), exploring its evolution and impact

through a bibliometric analysis. GAMLSS emerged from the tradition of the statistical mo-

delling community, integrating features from linear models (LM), generalised linear models

(GLM), and generalised additive models (GAM). The PRISMA protocol was used to select 593

papers published between 2004 and 2023 from the Web of Science and Scopus databases. The

results revealed an average annual publication growth rate of 26.87% and an average of 25.86

citations per article, with the United States, Brazil, and China leading in the number of publi-

cations. Furthermore, the most cited article is the seminal work by Rigby and Stasinopoulos

(2005), with 2,024 citations and an average of 102.20 citations per year. The collaboration

network highlights Stasinopoulos, Rigby, Ramires, Villarini, Kneib, Singh, and Wang as influ-

ential authors. Finally, in 2023, the most popular research terms included machine learning,

drought propagation, newborns, COVID-19, growth charts, weight, and height.

Keywords: Bibliometric analysis; Distributional regression models; Statistical modelling.
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1 Introduction

In 2024, we celebrate the 20th anniversary of the publication of the first peer-reviewed

paper on GAMLSS in a scientific journal. GAMLSS created from the tradition of the statisti-

cal modelling community where stochastic models are used to explain data and where models

are not the aim but the tool of the analysis. Within the statistical modelling community the

idea of a “true” model used in the classical statistical methodology was challenged. This was

captured perfectly by George Box’s phrase “all models are wrong but some are useful” Box

(1979). GAMLSS followed the regression model tradition of the Genaralized Linear Model

(GLM), Nelder and Wedderburn (1972), and Generalized Additive models (GAM), Hastie and

Tibshirani (1990). GLM’s introduced non-normal errors for the response variable while GAM

introduced not linear “smooth” relationships in the explanatory variables. GAMLSS combines

those approaches by trying to alleviate some of the restrictions related to the assumptions of the

GLM and GAM models. It was soon realised that they also introduced a new way of thinking

for regression analysis, focusing not only on the mean but also on other parts of the distribution

of the response. GAMLSS had become a major player in “Beyond mean regression”, Kneib

(2013), in the field which is now known as "Distributional Regression’. The original definition

of a GAMLSS model is:

yi
ind∼ D(θ1i, . . . ,θki) (1)

gk(θki) = ηk = Xkβk +
Jk

∑
j=1

s jk(x jk),

where yi for i = 1, . . . ,n, is the response variable, D(θ1i, . . . ,θki) is a theoretical assumed

distribution with K parameters θ1, . . . ,θk, which are all modelled, if needed, as functions of the

explanatory variables. The functions g1, . . . ,gk are link functions to ensure that the parameters

of distributions are defined in the right range. For example if the range of the parameter θi is

(0,∞) then the log(θi) link will guaranty that the parameter is always positive. The functions

s(·) are non-parametric smooth to account for possible non-linear relationships between the

explanatory variables and the parameters of the distribution. If there are no smooth functions

(and only parametric models) the GAMLSS model can be fitted using maximum likelihood

estimation (or Bayesian methodology). If smothers exist then penalised likelihood can be used
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for the fitting the model. Gradient boosting is available in GAMLSS and it is appropriate for the

selection feature (explanatory variables). The penalised likelihood, the MCMC methodology

for fitting a Bayesian GAMLSS and boosting are described in Stasinopoulos et al. (2024). The

algorithm to fit the GAMLSS model using penalised likelihood, which is described in detail in

Chapter 3 of Stasinopoulos et al. (2017), can be amended to enhance the model to;

g1(θ1i) = ML1(xxx) (3)

. . .= . . .

gk(θki) = MLK(xxx) (4)

where MLk(xxx for k = 1, . . . ,K can be any sensible machine learning algorithm which

can take prior weights. The enhance model of equation (4) could possibly cope better with

interaction between the explanatory variables xxx than the model in (3) where the interaction have

to declared explicitly. GAMLSS has been used in a variety of applications where the focus is

not the mean (or location) but other parts of the distribution as we will see in this article.

To celebrate the 20th anniversary of the first peer review paper of GAMLSS, this article,

conducts a bibliometric analysis (Donthu et al., 2021) of GAMLSS over its 20-year history,

following the guidelines outlined in the Preferred Reporting Items for Systematic Reviews and

Meta-analyses (PRISMA) (Page, et al., 2021), supplemented by exploratory searches. This

paper has the following objectives: i) analyse the growth of the literature on GAMLSS in scien-

tific papers; ii) identifity the main categories within the Web of Science and Scopus databases

in which publications can be classified, along with the key terms prevalent within them; iii)

identify the leading authors in the research field; iv) identify the main sources of publication;

and v) determine networking and collaboration among authors and countries.

2 Materials and Methods

The subsequent search strategy included querying the following databases: Web of Sci-

ence, and Scopus, both accessible through the Periódico CAPES platform, Brazil (CAPES,

2024). The search approach employed the terms (“GAMLSS” OR “Generali?ed Additive Mo-

dels for Location, Scale* and Shape”), with the following inclusion and exclusion criteria: (i)

document must be a peer-reviewed scientific article; (ii) full text must be in English-language;
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(iii) abstract and full text must be available; and (iv) search period extends from 2004 to 2023.

It is important to highlight that some articles in our list following this protocol appear with the

year 2024; however, they were included in the analysis since the search strategy identified them

as having been published online in 2023.

In total, 1203 articles were obtained from the Web of Science and Scopus databases du-

ring the initial search using the above mentioned protocol. The retrieved articles were exported

in RIS (Research Information Systems) format and then imported into the Zotero® software

(Ahmed; Al Dhubaib, 2011) for manual validation (by analysing titles and abstracts to deter-

mine the contextual relevance of chosen keywords), and deemed satisfactory. Following ve-

rification, the documents were imported into the R programming language (R CORE TEAM,

2024) for data conversion into BibTex and subsequent merging of databases. Continuing, arti-

cles from the databases were compared using the bibliometrix package (Aria; Cuccurullo, 2017)

in R. Consequently, 467 duplicate articles between the databases were eliminated. Furthermore,

34 articles were removed due to spelling errors in their titles, while two articles were exclu-

ded since their full text were in Spanish. At the end of this process, 592 articles remained to

compose the portfolio. Additionally, the publication by Rigby and Stasinopoulos (2004) was

included through an exploratory search, as can be seen in Figure 3.1.

The 593 articles were organised alphabetically to facilitate the construction of a kno-

wledge matrix in accordance with the established research protocol and the use of the syste-

matic search flow (SSF) method (Ferenhof; Fernandes, 2016). This matrix serves as an aid for

interpreting and writing the integrative review (Klopper et al., 2007). The full list of all articles,

may be accessed in the Supplementary Material 1. It is vital to remember that different research

protocols may result in varying numbers of articles and could influence the subsequent analyses.

3 Results and discussion

The bibliometric analysis began with the 593 articles selected for the final bibliographic

portfolio composition. The chosen articles have an average of 25.86 citations per document.

Furthermore, 340 different journals were identified, with an average of 6.04 authors per ma-

nuscript, 15 of whom were single-authored. Figure 3.2 displays the temporal evolution of the

number of publications, which increased at an average yearly rate of 26.87%, peaking in 2022

with 99 articles.
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Figura 3.1 – Screening procedure for selecting GAMLSS papers

Source: Authors (2024)

Figure 3.3 shows the countries of origin for the intitutions of the first authors of each

article. The darker the shade of blue, the more frequently that country produces, whereas the

grey colour indicates the absence of production, at least as the first author, from that country.

The United States leads with 99 published papers, followed by Brazil (94), China (90), the

United Kingdom (86), Germany (81), France (35), Australia (29), Italy (26), Spain (24), and

Netherlands (20).
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Figura 3.2 – Total number of articles published over the 20-year period.
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Figura 3.3 – Countries of the first authors

Source: Authors (2024)

Figure 3.4 shows the word cloud of author’s keywords collected from the selected pa-

pers. As expected, the term gamlss leads, appearing 235 times. Non-stationarity is the second
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most frequent term with 89 occurrences, followed by humans (86), female (74), reference value

(69), male (68), child (62), body mass index (49), adolescents (43), and adult (37).

Figura 3.4 – Word cloud of author’s keywords in the papers

Source: Authors (2024)

Table 3.1 lists the top ten most referenced papers in GAMLSS history. The most cited

article is Rigby and Stasinopoulos’ original classic work (Rigby; Stasinopoulos, 2005), which

has received 2,024 citations, with an average of 101.2 per year. Following that, Stasinopoulos

and Rigby (2007), a paper describing the GAMLSS framework in R software, which received

1,010 citations. Wood et al. (2016) come in third with a smoothing parameter estimation and

model selection method that can be applied to GAMLSS, with 694 citations.

Additionally, Villarini et al. (2009a) and Villarini et al. (2009b), cited 391 and 348

times respectively, present applications of GAMLSS in flood frequency analysis. Saari et

al. (2011), with 344 citations, developed new Finnish reference curves (length/height-for-age,

weight-for-length/height, and body mass index-for-age) for children and adolescents based on

the GAMLSS framework. The article by Stanojevic et al. (2017) on the development of Global

Lung Function Initiative reference values for single-breath transfer factor of the lung for carbon

monoxide using GAMLSS reached 329 citations.

Furthermore, the first article considered temporally in this paper (Rigby; Stasinopoulos,

2004), which has 236 citations, introduces a new distribution called Box-Cox Power Exponen-

tial, along with the formulation of a GAMLSS-based regression framework for it. López and
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Tabela 3.1 – Top ten most cited papers throughout the years

Total citations
Reference Total citations per year

Rigby and Stasinopoulos (2005) 2,024 101.20
Stasinopoulos and Rigby (2007) 1,010 56.11
Wood et al. (2016) 694 77.11
Villarini et al. (2009a) 391 24.44
Villarini et al. (2009b) 348 21.75
Saari et al. (2011) 344 24.57
Stanojevic et al. (2017) 329 41.13
Rigby and Stasinopoulos (2004) 236 11.24
López and Francés (2013) 227 18.92
Brooks et al. (2011) 199 14.21

Source: Authors (2024)

Francés (2013) also presents an application of GAMLSS in flood frequency analysis, now in

Spanish rivers, and has 227 citations. The list ends with the article of Brooks et al. (2011), who

used centile estimation within GAMLSS to develop reference curves of weight-for-age in ce-

rebral palsy according to gender and Gross Motor Function Classifications System levels, with

199 citations.

Figure 3.5 presents the top ten first authors with the most publications related to GAMLSS.

Authors Kneib and Villarini lead the list with 18 publications, followed by Stasinopoulos with

17, Rigby and Ramires with 15 each, Wang with 14, Mayr with 12, and Cordeiro, Li, and Singh

with 11 each.

Figure 3.6 displays the top ten authors with the highest g-index (Egghe, 2006). Stasino-

poulos leads the list with an index of 20 points, followed by Villarini and Kneib, both with 18

points, and Rigby with 15 points. The remaining authors in the list are: Wang (14), Singh (12),

Mayr (12), Li (11), Cole (10), and Chen (10).

Figure 3.7 displays the collaboration network of the 30 authors with the highest number

of publications in the GAMLSS field. Each node represents one of these authors, and larger

nodes indicate a greater number of publications. The edges represent author collaboration, with

thicker edges indicating stronger collaboration, i.e., more shared publications. The different

colours represent five potential research groups, with three isolated nodes - Ahrens, Kittelson,

and Cole - representing researchers with no shared publication within these groups. The size

of the nodes can also help identify pivotal authors, like Stasinopoulos and Rigby (red group);
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Figura 3.5 – Top ten first authors with the most publications on GAMLSS.
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Figura 3.6 – Top ten authors with the highest g-index.
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Ramires and Cordeiro (grey group); Kneib (blue group); Villarini (green group); and Wang and

Singh (pink group).
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Figura 3.7 – Network visualization of co-authorship collaboration on GAMLSS.

Source: Authors (2024)

Obviously, publications are not limited to authors solely within each identified potential

research group, meaning the potential research groups collaborate with one another. Resear-

chers in the red group have collaborated on articles with those in the grey (Nakamura et al.,

2019, 2022; Ramires et al., 2021b). Wang, from the pink group, collabate with Villarini, from

the green group, in Ren et al. (2022). Furthermore, despite there being no direct edge in Fi-

gure 3.7, one of the most recent publications regarding GAMLSS (Stasinopoulos et al., 2024),

a book, includes researchers from both red and blue groups.

In Figure 3.8, we can see the top ten journals with the most articles related to GAMLSS.

Leading the list is Journal of Hydrology, with a total of 18 publications, followed by Statistical

Modelling and Water (Switzerland), with 13 publications each. Plos One ranks third with 12

publications. Subsequently, we have Water Resources Management with 11 publications, Com-

munications in Statistics: Simulation and Computation and Journal of Applied Statistics with

8 each, Frontiers in Pediatrics and Statistics in Medicine with 7 each, and American Journal

of Human Biology, International Journal of Climatology, and International Journal of Obesity

with 6 each.

Figure 3.9 shows the trend topics identified in GAMLSS applications over time. Each

point on a line reflects the year in which a specific trend topic reached its peak frequency, while

the intervals represent the periods during which a particular term or keyword was among the

most popular.
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Figura 3.8 – Top ten journals with the most publications on GAMLSS.
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It is worth noting, in particular, that the development and study of reference curves has

been a popular topic throughout all the analysed time period, as seen in the papers by (Blagus

et al., 2023; Bozek et al., 2023; Rand et al., 2023). The World Health Organization’s use of

GAMLSS as a foundational tool in producing growth curves (Stasinopoulos et al., 2018) may

help to explain this phenomenon. A full list of the papers addressing this problem is available

in Supplementary Material 2.

Another topic that remained throughout almost the entire analysed period was overdis-

persion (Ziel, 2022; Freitas et al., 2021; Marletta; Sciandra, 2020). A full list of these papers

is also available in Supplementary Material 2. The explanation seems straightforward given the

GAMLSS structure, which allows for the modelling of any distribution parameter, as well as the

use of different distributions capable of capturing and modelling this type of problem, which is

frequent in a variety of application areas Rigby et al. (2019).

Additionally, in the last year (2023), the most popular terms were machine learning,

drought propagation, newborns, COVID-19, growth charts, weight, and height (please check
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Figura 3.9 – Trend topics in the 20-year time span.
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Supplementary Material 2 for the full list of these papers). Machine learning has received

increasing attention in the recent years, and it appears that major efforts have been made to

integrate it with the GAMLSS framework, particularly in the past six years, see, for example,

Bozek et al. (2023), Murray et al. (2023), and Ulrich et al. (2021). As for drought propagation

(Wu et al., 2024; Jehanzaib et al., 2023; Sajeev; Kundapura, 2023; Zhang et al., 2023; Das et

al., 2020). All other terms for the year 2023 may be related to the medical sciences - mainly

also related to reference curves -, once again, that might be explained due to the WHO’s use of

GAMLSS (Aasim; Chand, 2023; Hans et al., 2023; Oliveira et al., 2023). On top of that, the

predominance of COVID-19 among these trend topics is unsurprising given the recent end of a
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pandemic period (Loedy et al., 2023; Reyes et al., 2022, 2023; Karim; Akter, 2022; Karim et

al., 2022; Rojas et al., 2021).

Although most trending topics are related to health sciences, and a large portion of

publications using GAMLSS are in this field, GAMLSS have been gaining popularity in a

variety of other scientific domain, for instance, in the papers by Stasinopoulos et al. (2023),

Ramires et al. (2021a), and Righetto et al. (2019).

Naturally, akin to science, there are always existing gaps that can be filled by future

research. In this regard, as an example, 11 papers published - e.g. Almughlaq et al. (2023) and

Reyes et al. (2022) - in the last five years specifically addressed gaps and suggested avenus for

future research in their abstracts. Supplementary Material 3 provides a brief overview of each

of these articles, including their gaps and future recommendations.

4 Concluding remarks

After a historical analysis of the development and application of the generalised additive

models for location, scale, and shape (GAMLSS), since the first paper published back in 2004

(Rigby; Stasinopoulos, 2004), we can see that this class of models has garnered great interest

and applicability in diverse fields of study. Despite its broad use, there are still gaps that can be

investigated and addressed within this framework.

The importance of bibliometric analysis in the context of GAMLSS cannot be stressed,

since it provides a thorough picture of research trends, major sources, and influential authors.

Such analysis is a useful tool for detecting current reseach paths and projecting future trends in

GAMLSS framework.

Furthermore, there is sufficient room for future research to improve the bibliometric

mapping of GAMLSS. This can be achieved by broadening the scope to include more databases,

using alternative bibliometric analysis software, and investigating different types of works, such

as proceedings, review articles and books. By pursuing these paths of inquiry, researchers can

contribute to a more thorough understanding of the landscape surrounding GAMLSS, allowing

for their continuous improvement and implementation in theory and practice.
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Supplementary Material 3

Articles explicitly addressing scientific research gaps

The major goal of Almughlaq et al. (2023) was to investigate the growth

patterns of male and female infants in Bahrain aged 0 to 24 months. Their findings

revealed considerable discrepancies when compared with the WHO Multicentre Growth

Reference Study (WHO-MGRS) reference charts, wherein Bahraini children aged 0 to

24 months, of both sexes, exhibited greater height and weight than their counterparts.

Authors emphasise that future longitudinal studies are needed to monitor children's

growth patterns utilising body composition methods, adiposity markers, and growth

determinants to investigate this deviation from the WHO-MGRS.

Reyes et al. (2022) assessed the impact of the initial mass vaccination

programme using a two-dose schedule on reducing adverse epidemiological outcomes

due to SARS-CoV-2 infection. Authors emphasise the importance of completing the full

vaccine regimen to mitigate the impacts of COVID-19 and suggest that future research

should use epidemiological data to analyse the impact of vaccines, including booster

doses, as the pandemic advances and new variants emerge.

The study by Sinnige et al. (2022) aimed to develop and evaluate personalised

outcomes forecasts for functional claudication distance over six months of supervised

exercise therapy for individuals with intermittent claudication using neighbours-based

prediction methods. The authors propose that future study investigate the impact of

personalised outcome forecasts on clinical decision-making and patient outcomes.

Albrecht et al. (2021) aimed to calculate specific normative values by sex and

age for handgrip strength of the Senior Fitness Test (SFT) in German individuals aged

65 to 75. According to the research findings, both men and women's normative values

decrease with age. Further investigation on the relationship between normative physical

fitness values, health outcomes, and quality of life in adult is required. Authors attest

that future studies should provide gender and age-specific normative values for

handgrip strength and components of the SFT in older adults in the country.

Voncken et al. (2021) investigated how the statistical model's flexibility impacts

bias, variance and total variability in estimates of z-scores under empirically relevant

conditions. Based on the GAMLSS framework, the authors found that models with

overly strict distributional assumptions produced biased results, whereas models with

excessive flexibility result in higher variance. In their findings, the skew Student t

distribution appeared to be more difficult to estimate than the Box-Cox power

exponential distribution for normally distributed data. Authors conclude their article

with recommendations for future empirical normalisation studies.

Zouiouich et al. (2021) explored the relationships between serological measures

of metabolic health and the gut micro biome in two population cohorts, trying to find

potential associations and microbiological markers of these metabolic variables. The

authors point out that among the existing gaps, there is a need for a better understanding

of the underlying mechanisms behind the observed associations, as well as the

replication of these results in other populations. They further claim that the study is

mostly based on observational relationships, and it is necessary a longitudinal and
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experimental research to establish causality and evaluate the clinical relevance of these

associations.

Funk et al. (2020) focused on the study of the prevalence of growth issues, such

as short stature, low weight, and obesity, among Baka Pygmy children ages 2 to 12 in

the Djoum-Mintom region of southwestern Cameroon. The authors argue that WHO

child growth Standards are not appropriate for Pygmies, and to help achieve the United

Nations Sustainable Development goals, future studies should focus on defining unique

growth standards for the various Pygmy tribes, taking into consideration their genetic

differences.

Tadphale et al. (2020) aimed to construct nomograms for the diameters of

femoral arteries and femoral veins in children aged 0 to 4 years, as well as to create

probability curves for the incidence of difficulties in arterial access based on the femoral

artery diameter. The study involved ultrasonographic examination of both

characteristics in 400 children over a three-year period. The authors emphasise the

importance of future studies with larger samples, including children of various ages, to

fill gaps and increase the applicability of the nomograms and probability curves.

Truckenbrod et al. (2020) created centile curves of refractive development for

German children and compared their findings with data from children in Central Asia.

The study gives the first reference curve for refraction in Central Europe, based on non-

cycloplegic refraction measured in children. In comparison to data from China and

Korea, only a small difference is detected at 5 years of age in all percentiles, which then

increases continually, in addition to the progression of myopia being much higher in

China and Korea than in Germany. The most noticeable differences can be observed in

the lower centiles. Authors state that future research should determine whether the onset

of preschool activities with prolonged near-work causes divergence in refractive

development.

Chang et al. (2019) developed spirometric reference equations for healthy

Taiwanese children and assessed the applicability of the Global Lung Function Initiative

(GLI)-2012 equations to the data. According to the authors, future research should look

into characteristics other than those examined in their study, such as ethnicity and

environmental exposures, to provide a more comprehensive understanding of

spirometry in healthy Taiwanese children. Since the study provides evidence that the

GLI-2012 reference equations do not adequately correspond to their spirometric data,

authors identify an urgent need for an update of GLI reference values, including more

data from non-Caucasian descendants as a research gap.

Dunn et al. (2019) established reference ranges for maternal levels of placental

growth factor (PLGF) in a cohort of normotensive pregnant women after 36 weeks of

gestation, suggesting that these levels decrease throughout this period. The authors

argue that there is a gap in understanding the relationship between PLGF levels and

perinatal outcomes in normotensive pregnant women after 36 weeks of gestation, and

that the utility of PLGF as a predictor of adverse term perinatal outcomes should be

investigated further through clinical trials.
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RESUMO

A modelagem de dados é um objeto central em estatística e os modelos de regressão

fornecem uma estrutura essencial para essa tarefa. Diferentes distribuições estatísticas são utili-

zadas para explicar variados fenômenos na natureza, desde os mais simples até os mais comple-

xos. Neste artigo, propomos versões modificadas de duas distribuições pertencentes à família

Box-Cox, baseada nas distribuições Box-Cox Cole e Green (BCCG) e Box-Cox exponencial

potência (BCPE), capazes de capturar comportamentos assimétricos e com diferentes graus de

curtose em variáveis resposta estritamente positivas. Nesta versão, um componente adicional

que incorpora uma probabilidade de ocorrência de valores exatamente iguais a zero é intro-

duzido em ambas distribuições, originando as distribuições BCCG zero-ajustada (zBCCG) e

BCPE zero-ajustada (zBCPE). Ambas as distribuições são integradas à estrutura dos modelos

aditivos generalizados para locação, escala e forma (GAMLSS), com o objetivo de aplicações

em um contexto preditivo. Desenvolvemos artefato matemático, conduzimos um estudo de

simulação de Monte Carlo e, posteriormente, aplicamos os modelos zero-ajustados em um con-

junto de dados real referente a seguros agrícolas para a cultura de soja. Os resultados destacam

a capacidade das distribuições propostas de capturar padrões assimétricos e caudas pesadas,

frequentes em dados reais com excesso de zeros.

Palavras-chave: Distribuições zero-ajustadas; GAMLSS; Regressão distribucional.
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1 Introdução

A modelagem de dados é um objetivo central em estatística, e os modelos de regressão

fornecem uma estrutura essencial para essa tarefa. Modelos lineares (LM) assumem uma re-

lação linear entre as variáveis preditoras (ou explicativas) e a resposta Y , onde os valores das

variáveis preditoras são fixos, a média do erro é nula e a variância do erro é constante (Rencher;

Schaalje, 2008). No entanto, a simplicidade e os pressupostos rigorosos dos modelos lineares

(LM) podem ser limitantes em muitas aplicações, motivando o desenvolvimento dos modelos

lineares generalizados (GLM) (Nelder; Wedderburn, 1972) que possibilitam considerar outras

distribuições de probabilidade para capturar o comportamento da resposta, desde que pertencen-

tes à família exponencial, e modelam uma função da média da resposta a partir das covariáveis

disponíveis. Subsequentemente, os modelos aditivos generalizados (GAM), desenvolvidos por

Hastie e Tibshirani (1990), introduziram funções de suavização não-paramétricas à estrutura

dos GLM para capturar relações não-lineares complexas entre as variáveis preditoras e uma

função da média da resposta, aumentando assim a flexibilidade da modelagem.

Entretanto, apesar dos avanços proporcionados pelos GAM, ainda podemos observar

duas importantes limitações: apenas o parâmetro da média é modelado explicitamente e a dis-

tribuição da variável resposta deve, necessariamente, pertencer à família exponencial. Para

superar essas limitações, Rigby e Stasinopoulos (2005) propuseram os modelos aditivos ge-

neralizados para locação, escala e forma (GAMLSS), atualmente também denominados como

modelos de regressão distribucional (Heller et al., 2022). Os GAMLSS formam uma classe de

modelos de regressão univariados semi-paramétricos, nos quais qualquer distribuição D pode

ser assumida para representar a variável resposta, e todo e qualquer parâmetro desta distribuição

pode ser modelado diretamente por meio de funções lineares e de suavização não-paramétricas,

isto é, estruturas de regressão distintas são construídas para cada um dos parâmetros (Nakamura

et al., 2022b).

As distribuições que podem ser assumidas para a resposta são divididas em três grandes

grupos: distribuições contínuas, discretas e mistas, ou seja, uma mistura das duas primeiras

sendo uma parte discreta e uma parte contínua (Rigby et al., 2019). Dentre elas, destacam-se

aquelas capazes de modelar dados extremamente assimétricos e com diferentes graus de curtose,

particularmente as pertencentes à família de distribuições Box-Cox (Nakamura et al., 2022a),

tendo como casos particulares, por exemplo, as distribuições Box-Cox Cole e Green (Box-Cox
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Cole and Green, BCCG) (Cole; Green, 1992) e a Box-Cox exponencial potência (Box-Cox

Power Exponential, BCPE) (Rigby; Stasinopoulos, 2004).

Neste artigo temos interesse particular nas distribuições que são capazes de modelar

respostas positivas no contexto dos modelos de regressão, como as da família de distribuições

Box-Cox, mas que também incorporam uma probabilidade extra de não ocorrência do evento

de interesse, problema comum em diversas áreas aplicadas como, por exemplo, nas ciências

atuariais (Bortoluzzo et al., 2011), microbiologia (Rocha et al., 2017), e meteorologia (Zamani;

Bazrafshan, 2020). Assim, o objetivo principal deste trabalhar é propor a construção de duas

distribuição zero-ajustadas, isto é, que são adequadas para os casos em que temos como res-

posta 0 ≤ Y < ∞, com base na família de distribuições Box-Cox, mais especificamente das

distribuições BCCG e BCPE, implementando-as no contexto dos GAMLSS.

2 Estrutura dos GAMLSS

Matematicamente, consideremos uma variável resposta YYY qualquer. Os GAMLSS po-

dem ser definidos como

YYY ind∼ D(θθθ k)

gk(θθθ k) = XXXkβββ k +
Jk

∑
j=1

sk j(xxxk j), (1)

em que D é a distribuição assumida para a variável resposta com vetor de parâmetros θθθ k =

(θθθ 1, . . . ,θθθ p)
⊤, gk(·), k = 1, . . . , p, denotam as funções de ligação relacionadas aos k parâmetros

da distribuição - usualmente escolhidas com base no espaço paramétrico (De Bastiani et al.,

2018), XXXk é uma matriz de delineamento, βββ k = (β1k, . . . ,βJkk)
⊤ é um vetor de parâmetros asso-

ciados à parte linear da estrutura de regressão e sk j(·) é uma função de suavização - neste artigo

considerado como um spline cúbico (Wood, 2017) - que explica relacionamentos não-lineares

com a covariável xxxk j.

Sob essa perspectiva, percebe-se que, nos GAMLSS, além da modelagem da média (ou

um parâmetro de locação), qualquer outro parâmetro, como, por exemplo, relacionado à escala,

assimetria ou curtose da distribuição também podem ser modelados como funções das covariá-

veis, proporcionando uma abordagem mais rica para capturar diferentes graus de complexidade

da distribuição da resposta. Na equação (1) assume-se que qualquer distribuição D (contínua,
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discreta ou mista) pode ser utilizada para representar a variável resposta, independentemente

dela pertencer ou não à família exponencial (Rigby et al., 2019).

2.1 Família de distribuição Box-Cox: uma breve revisão

As distribuições pertencentes à família Box-Cox ocupam posição proeminente na mo-

delagem de respostas positivas contínuas no contexto dos GAMLSS (Nakamura et al., 2022a)

e, segundo o Rigby et al. (2019), podem ser definidas a partir da transformação da variável

aleatória Z dada por

Z =


1

σν

[(
Y1
µ

)ν

−1
]

, se ν ̸= 0,

1
σ

log
(

Y1
µ

)
, se ν = 0,

(2)

para Y1 > 0, em que µ > 0 corresponde exatamente à mediana, σ > 0 é o coeficiente de variação

e −∞ < ν < ∞ é um parâmetro associado à assimetria. Se Z segue uma distribuição normal

padrão, então Y1 seguirá uma distribuição BCCG, representada por BCCG(µ,σ ,ν). Da mesma

maneira, se Z segue uma distribuição exponencial potência padrão, com parâmetro de potência

τ > 0, então Y1 segue uma distribuição BCPE, denotada por BCPE(µ,σ ,ν ,τ). Na distribuição

BCPE, o parâmetro τ está associado ao grau de curtose, tornando possível a modelagem tanto

de respostas platicúrticas como leptocúrticas.

A função densidade de probabilidade (pdf) para Y1 ∼ BCCG(µ,σ ,ν), é então dada por

fY1(y|µ,σ ,ν) =
yν−1 exp

(
−0.5z2)

µνσ
√

2πΦ

[
(σ |ν |)−1

] ,
em que o termo Φ

[
(σ |ν |)−1

]
é a probabilidade truncada.

Por outro lado, a distribuição Box-Cox exponencial potência (Box-Cox Power Expo-

nencial, BCPE) (Rigby; Stasinopoulos, 2004) é uma generalização que adiciona um parâmetro

adicional τ para modelar a curtose. Assim, Y1 ∼ BCPE(µ,σ ,ν ,τ) é definido por uma transfor-

mação da variável aleatória Z como em 2, com pdf dada por

fY1(y | µ,σ ,ν ,τ) =
yν−1 fT (z)

µνσFT

[
(σ |ν |)−1

] ,
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em que

fT (z) =
τ exp

(
−
∣∣zc−1

∣∣τ)
2cΓ(τ−1)

,

c2 = Γ
(
τ−1)[Γ(3/τ)−1

]
e

FT (·) = 0.5

1+
γ

(
τ−1,

∣∣zc−1
∣∣τ)

Γ(τ−1)
sinal(z)

 ,

em que γ (α,x) =
∫ x

0
wα−1e−wdw é a função gama incompleta, são a pdf e a função acumulada

da distribuição exponencial potência padronizada, isto é, T ∼ PE (0,1,τ). Note que a distri-

buição BCCG é um caso particular da distribuição BCPE quando τ = 2 (Rigby; Stasinopoulos,

2004), sendo adequada nos casos em que podemos assumir que a resposta é mesocúrtica. Maio-

res informações acerca de ambas as distribuições podem ser encontradas em Rigby et al. (2019).

Assim, no contexto dos GAMLSS, podemos reescrever o modelo (1) com base na dis-

tribuição BCPE, considerando funções de ligação adequadas, como

log(µ) = X1β1 +
J1

∑
j=1

s1 j
(
x1 j

)
,

log(σ) = X2β2 +
J2

∑
j=1

s2 j
(
x2 j

)
(3)

ν = X3β3 +
J3

∑
j=1

s3 j
(
x3 j

)
log(τ) = X4β4 +

J4

∑
j=1

s4 j
(
x4 j

)
.

No caso do modelo baseado na distribuição BCCG, as mesmas estruturas de (3) são considera-

das, omitindo-se o modelo associado ao parâmetro relacionado à curtose τ .

2.2 Distribuições BCCG e BCPE zero-ajustadas

Qualquer distribuição contínua, cujo suporte da resposta esteja definido em (0,∞) pode

ser estendida para uma distribuição zero-ajustada, ou seja, 0 ≤ Y < ∞, ao incorporar uma pro-

babilidade adicional de não-ocorrência do evento de interesse (ibid). Conforme explicitado por

Stasinopoulos et al. (2023), duas abordagens podem ser utilizados nestas situações: (i) a mode-
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lagem baseada em modelos de duas partes, nos quais a probabilidade de zero e o componente

contínuo são estimados separadamente; e (ii) os modelos Tobit (Tobin, 1958), que modelam

simultaneamente ambas as características, mas têm como principal limitação a impossibilidade

de modelar explicitamente a probabilidade de ocorrência de zeros.

Neste artigo, adotamos a primeira estratégia onde adicionamos uma probabilidade extra

associada a ocorrência de zeros a um componente positivo, ou seja,

fY (y|π0,θθθ k) =

 π0 se y = 0

(1−π0) fY1(y|θθθ k) se y > 0
(4)

em que π0 = P(Y = 0), 0 < π0 < 1, é a probabilidade do evento de interesse não ocorrer e

fY1(y|θθθ k) é qualquer pdf com suporte na linha real positiva, com parâmetros θθθ
⊤
k = (θ1, . . . ,θp).

Se considerarmos que fY1(y|θθθ k) é a densidade da distribuição BCCG ou da BCPE, te-

remos as novas distribuições BCCG zero-ajustada, denotada por zBCCG(π0,µ,σ ,ν), e BCPE

zero-ajustada, denotada por zBCPE(π0,µ,σ ,ν ,τ), respectivamente. Assim, na estrutura dos

GAMLSS, podemos adicionar ao modelo (3) a estrutura de regressão específica relacionada ao

parâmetro associado à probabilidade π0 de ocorrência de zero, dada por

logit(πππ0) = log
(

π0

1−π0

)
= XXXπβββ π +

Jπ

∑
j=1

sπ j
(
xxxπ j

)
. (5)

No que tange ao processo de estimação dos GAMLSS, em geral, maximizamos o loga-

ritmo da função de verossimilhança penalizada (Rigby; Stasinopoulos, 2005). Na estrutura dos

modelos baseados em distribuições inflacionadas de zero, podemos observar pela equação (4)

que o parâmetro π0 é ortogonal aos parâmetros θk e, desta maneira, a estimação do modelo final

pode ser realizada a partir da combinação de duas etapas distintas (Stasinopoulos et al., 2023):

(i) a estimação do componente binário a partir de um conjunto de variáveis explicativas, isto é,

o ajuste da equação (5); e (ii) a estimação dos parâmetros associados à parte positiva dos dados,

isto é, o ajuste da equação (3).

2.3 Seleção de covariáveis e diagnóstico do modelo

Diferentes processos de seleção de covariáveis em cada uma das estruturas de regressão

podem ser utilizadas. Neste artigo, o método stepwise foi aplicado para selecionar as covariá-

veis que afetam a probabilidade extra de zero, isto é, para o componente binário do modelo.
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Em relação à parte contínua positiva, utilizamos a Estratégia A, baseada no stepwise, um dos

procedimentos mais utilizados para este fim nos GAMLSS (Ramires et al., 2021). No caso da

distribuição BCPE, os seguintes passos, baseados no critério de informação de Akaike (AIC)

(Akaike, 1974), são empregados:

a) um procedimento forward é realizado para selecionar as covariáveis que irão compor a

estrutura de µ , considerando σ , ν e τ como constantes;

b) considerando o modelo obtido no passo (1) e ν e τ constantes, um procedimento forward

é realizado para selecionar covariáveis para σ ;

c) considerando os modelos obtidos nos passos (1) e (2) e τ constante, um novo forward é

realizado para identificar as covariáveis para ν ;

d) considerando os passos (1), (2) e (3), realiza-se um procedimento stepwise para selecio-

nar as variáveis para τ;

e) com base nos modelos obtidos nos passos (1), (2) e (4), realiza-se um procedimento

backward no modelo obtido em (3) para ν ;

f) utilizando os modelos obtidos em (1), (4) e (5), um procedimento backward no modelo

obtido em (2) é realizado para σ ;

g) no último passo, a partir dos modelo obtidos em (4), (5) e (6), realiza-se um último

procedimento backward no modelo obtido em (1), para selecionar o modelo final para

µ .

No final do procedimento, o subconjunto de covariáveis adicionadas em cada uma das estruturas

de regressão não necessariamente será o mesmo (Nakamura et al., 2017).

Para verificar a adequação dos modelos ajustados, conduzimos uma análise de diagnós-

tico baseada nos resíduos quantílicos normalizados (Dunn; Smyth, 1996), definidos para uma

distribuição zero-ajustada como

r̂ = Φ
−1 [FY

(
y
∣∣θ̂)] , (6)

em que Φ−1 (·) é a inversa da função distribuição acumulada (cdf) da distribuição normal pa-

drão, FY
(
y
∣∣θ̂)= π0+(1−π0)FY1

(
y
∣∣θ̂) é a cdf da distribuição zero-ajustada e FY1

(
y
∣∣θ) é a cdf
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da distribuição relacionada à parte contínua positiva do modelo. A grande vantagem da utili-

zação deste tipo de resíduo é que, caso o modelo ajustado seja adequado, independentemente

da distribuição atribuída à resposta, os resíduos seguirão uma distribuição normal padrão (Sta-

sinopoulos et al., 2017). Usualmente, esses resíduos são verificados a partir de um worm plot

(Buuren; Fredriks, 2001) e, caso não apresentem quaisquer tendências (linear, quadrática ou

cúbica), o modelo ajustado é adequado para explicar o conjunto de dados. Ademais, a seleção

do modelo final pode ser realizada com base no AIC ou no critério de informação bayesiano

(BIC) (Schwarz, 1978).

3 Estudo de simulação

Com o intuito de investigar o comportamento dos estimadores de máxima verossimi-

lhança dos parâmetros para diferentes tamanhos de amostra (n = 30 e n = 100), nesta seção,

apresentamos estudos de simulação de Monte Carlo para as distribuições zBCCG e zBCPE,

considerando diferentes cenários, gerando amostras aleatórias provenientes de variáveis alea-

tórias seguindo ambas as distribuições, obtidas a partir de suas respectivas funções quantílicas,

isto é, a partir do inverso de suas cdfs.

3.1 Distribuição zBCCG

Os cenários considerados para esta simulação contemplam os casos em que a distribui-

ção zBCCG apresenta diferentes valores para a mediana (µ = 8 e µ = 12), diferentes valores

para o coeficiente de variação (σ = 0,15 e σ = 0,25), simetria (ν = 1), assimetria positiva

(ν =−1 < 1), assimetria negativa (ν = 3 > 1) e diferentes probabilidades da não ocorrência do

evento (π0 = 0,25 e π0 = 0,50), conforme apresentado na Figura 3.1.

Com base nas diferentes combinações de valores de parâmetros possíveis, a Tabela 3.1

apresenta as médias das estimativas de máxima verossimilhança, viéses e erros quadráticos mé-

dios (EQM), baseado em 1.000 simulações, da distribuição zBCCG, considerando os seguintes

cenários:

• Cenário 1: µ = 8, σ = 0.15, ν = 1, π0 = 0.25

• Cenário 2: µ = 12,σ = 0.15, ν = 1, π0 = 0.25

• Cenário 3: µ = 8, σ = 0.25, ν = 1, π0 = 0.25
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Figura 3.1 – Distribuição zBCCG para diferentes combinações de valores de parâmetros
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Fonte: Autores (2024)

• Cenário 4: µ = 8, σ = 0.15, ν =−1,π0 = 0.25

• Cenário 5: µ = 8, σ = 0.15, ν = 3, π0 = 0.25

• Cenário 6: µ = 8, σ = 0.15, ν = 1, π0 = 0.50

Os resultados apresentados na Tabela 3.1 indicam que, conforme esperado, à medida que

o tamanho amostral aumenta, as estimativas de máxima verossimilhança obtidas tendem a se

aproximar cada vez mais do verdadeiro valor do parâmetro, além dos EQM obtidos diminuírem,

indicando assim o bom desempenho dos resultados em termos de consistência e eficiência.

3.2 Distribuição zBCPE

Para a simulação da distribuição zBCPE, uma vez que a distribuição zBCCG seu caso

particular, além dos casos apresentados na Seção 3.1, apresentamos cenários em que a distribui-

ção é leptocúrtica (τ = 1,5 < 2), isto é, possui caudas pesadas, bem como quando a distribuição

é platicúrtica (τ = 3 > 2), isto é, possui caudas leves, conforme apresentado na Figura 3.2.

Os cenários utilizados neste caso, foram divididos entre as combinações de valores de

parâmetros que culminam em uma forma leptocúrtica (τ = 1,5) e aquelas cujas formas são

platicúrticas (τ = 3). Os resultados (estimativas de máxima verossimilhança, viéses e erros
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Tabela 3.1 – Estimativas médias, viéses e erros quadráticos médios (EQM) baseado nas 1.000
simulações para a distribuição zBCCG, considerando diferentes cenários.

n = 30 n = 100
Valor real Estimativa Viés EQM Estimativa Viés EQM
µ = 8.000 7.966 0.034 0.070 7.986 0.014 0.023

Cenário 1 σ = 0.150 0.142 0.008 0.001 0.147 0.003 0.000
ν = 1.000 1.167 0.167 3.639 0.984 0.016 0.492

π0 = 0.250 0.240 0.010 0.006 0.247 0.003 0.002
µ = 12.000 11.925 0.075 0.170 12.007 0.007 0.052

Cenário 2 σ = 0.150 0.143 0.007 0.001 0.146 0.004 0.000
ν = 1.000 1.121 0.121 4.082 0.997 0.003 0.526

π0 = 0.250 0.246 0.004 0.006 0.248 0.002 0.002
µ = 8.000 7.899 0.101 0.218 7.973 0.027 0.061

Cenário 3 σ = 0.250 0.251 0.001 0.003 0.249 0.001 0.001
ν = 1.000 1.220 0.220 1.592 1.075 0.075 0.356

π0 = 0.250 0.238 0.012 0.006 0.248 0.002 0.002
µ = 8.000 8.048 0.048 0.076 8.003 0.003 0.025

Cenário 4 σ = 0.150 0.143 0.007 0.001 0.146 0.004 0.000
ν = -1.000 -1.060 0.060 3.650 -0.984 0.016 0.496
π0 = 0.250 0.238 0.012 0.007 0.247 0.003 0.002
µ = 8.000 7.876 0.124 0.102 7.922 0.078 0.035

Cenário 5 σ = 0.150 0.158 0.008 0.002 0.161 0.011 0.001
ν = 3.000 3.131 0.131 3.760 3.277 0.277 1.396

π0 = 0.250 0.237 0.013 0.007 0.248 0.002 0.002
µ = 8.000 7.953 0.047 0.105 7.986 0.014 0.036

Cenário 6 σ = 0.150 0.141 0.009 0.001 0.145 0.005 0.000
ν = 1.000 1.216 0.216 7.359 0.997 0.003 0.914

π0 = 0.500 0.503 0.003 0.008 0.501 0.001 0.002

Fonte: Autores (2024)

quadráticos médios - EQM - baseado em 1.000 simulações) para a forma leptocúrtica são apre-

sentados na Tabela 3.2 e contemplam os seguintes cenários:

• Cenário 1: µ = 8, σ = 0.15, ν = 1, τ = 1.5, π0 = 0.25

• Cenário 2: µ = 12,σ = 0.15, ν = 1, τ = 1.5, π0 = 0.25

• Cenário 3: µ = 8, σ = 0.25, ν = 1, τ = 1.5, π0 = 0.25

• Cenário 4: µ = 8, σ = 0.15, ν =−1, τ = 1.5,π0 = 0.25

• Cenário 5: µ = 8, σ = 0.15, ν = 3, τ = 1.5, π0 = 0.25

• Cenário 6: µ = 8, σ = 0.15, ν = 1, τ = 1.5, π0 = 0.50
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Figura 3.2 – Distribuição zBCPE para diferentes combinações de valores de parâmetros: (a)
forma leptocúrtica; e (b) forma platicúrtica
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Fonte: Autores (2024)

A Tabela 3.3 apresenta as estimativas de máxima verossimilhança, viéses e erros quadrá-

ticos médios (EQM), baseado em 1.000 simulações, para os cenários que contemplam a forma

platicúrtica, a saber:

• Cenário 1: µ = 8, σ = 0.15, ν = 1, τ = 3, π0 = 0.25

• Cenário 2: µ = 12,σ = 0.15, ν = 1, τ = 3, π0 = 0.25

• Cenário 3: µ = 8, σ = 0.25, ν = 1, τ = 3, π0 = 0.25

• Cenário 4: µ = 8, σ = 0.15, ν =−1, τ = 3,π0 = 0.25

• Cenário 5: µ = 8, σ = 0.15, ν = 3, τ = 3, π0 = 0.25

• Cenário 6: µ = 8, σ = 0.15, ν = 1, τ = 3, π0 = 0.50

Assim como o observado em relação à distribuição zBCCG na Subseção 3.1, os re-

sultados obtidos para a distribuição zBCPE com forma leptocúrtica (Tabela 3.2) e com forma

platicúrtica (Tabela 3.3) indicam boa performance do ponto de vista de consistência e eficiência.

4 Aplicação: seguro rural

Para esta aplicação, foram considerados dados de seguro agrícola para a cultura de soja,

dentro do sub-setor de produtividade, direcionando a análise para o estado de Minas Gerais,
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Tabela 3.2 – Estimativas médias, viéses e erros quadráticos médios (EQM) baseado nas 1.000
simulações para a distribuição zBCPE, considerando diferentes cenários em que a
forma da distribuição é leptocúrtica.

n = 30 n = 100
Valor real Estimativa Viés EQM Estimativa Viés EQM
µ = 8.000 8.007 0.007 0.066 8.001 0.001 0.020
σ = 0.150 0.158 0.008 0.045 0.146 0.004 0.000

Cenário 1 ν = 1.000 1.217 0.217 4.589 1.034 0.034 0.688
τ = 1.500 1.504 0.004 0.745 1.669 0.169 0.325

π0 = 0.250 0.233 0.017 0.006 0.249 0.001 0.002
µ = 12.000 11.978 0.022 0.148 11.998 0.002 0.044
σ = 0.150 0.157 0.007 0.040 0.147 0.003 0.000

Cenário 2 ν = 1.000 1.133 0.133 4.398 1.108 0.108 0.809
τ = 1.500 1.522 0.022 0.719 1.651 0.151 0.291

π0 = 0.250 0.237 0.013 0.007 0.251 0.001 0.002
µ = 8.000 7.952 0.048 0.185 7.978 0.022 0.057
σ = 0.250 0.268 0.018 0.249 0.252 0.002 0.002

Cenário 3 ν = 1.000 1.229 0.229 1.676 1.094 0.094 0.398
τ = 1.500 1.460 0.040 0.776 1.627 0.127 0.303

π0 = 0.250 0.234 0.016 0.007 0.247 0.003 0.002
µ = 8.000 8.029 0.029 0.073 8.015 0.015 0.021
σ = 0.150 0.157 0.007 0.027 0.149 0.001 0.001

Cenário 4 ν = -1.000 -1.340 0.340 5.220 -1.100 0.100 1.151
τ = 1.500 1.502 0.002 0.741 1.654 0.154 0.315

π0 = 0.250 0.237 0.013 0.006 0.247 0.003 0.002
µ = 8.000 7.928 0.072 0.079 7.968 0.032 0.021
σ = 0.150 0.162 0.012 0.019 0.153 0.003 0.001

Cenário 5 ν = 3.000 2.814 0.186 3.042 3.033 0.033 1.284
τ = 1.500 1.534 0.034 0.803 1.635 0.135 0.335

π0 = 0.250 0.239 0.011 0.006 0.249 0.001 0.002
µ = 8.000 7.992 0.008 0.097 8.004 0.004 0.031
σ = 0.150 0.175 0.025 1.094 0.146 0.004 0.001

Cenário 6 ν = 1.000 0.249 0.751 6.849 1.053 0.053 1.143
τ = 1.500 1.373 0.127 0.929 1.731 0.231 0.509

π0 = 0.500 0.480 0.020 0.008 0.499 0.001 0.002

Fonte: Autores (2024)

Brasil, obtidos do Ministério da Agricultura, Pecuária e Abastecimento (MAPA) em junho de

2023, abrangendo o período de maio de 2016 a dezembro de 2021. Trata-se de uma base de

dados secundária de acesso público, disponível em Brasil (2024), onde os contratos analisados

estão relacionados a apólices de seguro subsidiadas pelo governo federal por meio do Programa

de Subvenção ao Prêmio do Seguro Rural. Minas Gerais possui um território de 586.513,983

km2, com uma área de 2.022.682 ha de cultivo de soja em 2022 (IBGE, 2022b) e, em termos
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Tabela 3.3 – Estimativas médias, viéses e erros quadráticos médios (EQM) baseado nas 1.000
simulações para a distribuição zBCPE, considerando diferentes cenários em que a
forma da distribuição é platicúrtica.

n = 30 n = 100
Valor real Estimativa Viés EQM Estimativa Viés EQM
µ = 8.000 7.981 0.019 0.089 7.995 0.005 0.028
σ = 0.150 0.141 0.009 0.004 0.147 0.003 0.000

Cenário 1 ν = 1.000 1.134 0.134 3.099 0.985 0.015 0.387
τ = 3.000 2.704 0.296 1.714 3.253 0.253 1.048

π0 = 0.250 0.230 0.020 0.006 0.246 0.004 0.002
µ = 12.000 12.003 0.003 0.192 11.994 0.006 0.061
σ = 0.150 0.143 0.007 0.001 0.147 0.003 0.000

Cenário 2 ν = 1.000 1.256 0.256 3.208 0.984 0.016 0.422
τ = 3.000 2.691 0.309 1.722 3.280 0.280 1.053

π0 = 0.250 0.230 0.020 0.007 0.246 0.004 0.002
µ = 8.000 7.950 0.050 0.243 7.991 0.009 0.072
σ = 0.250 0.247 0.003 0.016 0.245 0.005 0.000

Cenário 3 ν = 1.000 1.227 0.227 1.353 1.009 0.009 0.194
τ = 3.000 2.518 0.482 2.009 3.226 0.226 1.072

π0 = 0.250 0.233 0.017 0.006 0.250 0.000 0.002
µ = 8.000 8.018 0.018 0.086 8.011 0.011 0.026
σ = 0.150 0.143 0.007 0.003 0.147 0.003 0.000

Cenário 4 ν = -1.000 -1.190 0.190 3.140 -0.972 0.028 0.392
τ = 3.000 2.671 0.329 1.816 3.286 0.286 1.125

π0 = 0.250 0.232 0.018 0.007 0.245 0.005 0.002
µ = 8.000 7.883 0.117 0.107 7.922 0.078 0.035
σ = 0.150 0.164 0.014 0.006 0.161 0.011 0.001

Cenário 5 ν = 3.000 3.434 0.434 2.895 3.404 0.404 1.123
τ = 3.000 2.441 0.559 2.022 3.017 0.017 1.083

π0 = 0.250 0.239 0.011 0.006 0.246 0.004 0.002
µ = 8.000 7.974 0.026 0.128 7.985 0.015 0.038
σ = 0.150 0.158 0.008 0.706 0.145 0.005 0.000

Cenário 6 ν = 1.000 1.028 0.028 5.691 0.996 0.004 0.753
τ = 3.000 1.744 1.256 2.567 2.744 0.256 0.495

π0 = 0.500 0.483 0.017 0.008 0.499 0.001 0.003

Fonte: Autores (2024)

de produção, foi o sexto maior produtor de soja no Brasil, com um total de 7.639.648 toneladas

(IBGE, 2022a).

O conjunto de dados contém 3.431 observações, das quais 3.268 (95,25%) indicam au-

sência de sinistro e tem como resposta a indenização em caso de sinistro (em reais). As poten-

ciais covariáveis, provenientes do MAPA, Instituto Nacional de Meteorologia (INMET, 2023) e

da Agência Nacional de Águas e Saneamento Básico (ANA, 2023), compreendem: localização

geográfica das lavouras (coordenadas de latitude e longitude), área da lavoura (em ha), valor
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do prêmio do seguro (em reais), nível de cobertura, produtividade estimada (em kg/ha), evento

predominante e duração do contrato, número médio mensal de dias com precipitação, precipi-

tação média mensal (em mm), pressão atmosférica média mensal (em milibares), temperatura

média mensal (◦C), velocidade média e máxima do vento mensal (em m/s), número máximo de

dias consecutivos sem chuva, temperatura mínima observada (◦C), temperatura média mensal

do ponto de orvalho (◦C), ocorrência de geada (considerada quando a temperatura mínima foi

inferior a 4◦C) e capacidade de água disponível (mm/m).

4.1 Modelo para Y = 0

Conforme descrito na Seção 2.2, iniciamos o processo de construção do modelo zero-

ajustado, a partir do ajuste da estrutura de regressão para π0, com base em uma distribuição

binomial, utilizando como método de seleção de covariáveis o procedimento stepwise. O mo-

delo final para a probabilidade de não ocorrência do evento é dado por

log
(

π̂0

1− π̂0

)
= 5,853−0,132 mínima+0,305 orvalho+ sπ1 (latitude)+ sπ2 (área)

+sπ3 (longitude)+ sπ4 (velocidade)+ sπ5 (produtividade).

O resultado é similar ao obtido por Pala et al. (2024), que considerou apenas funções

de suavização na estrutura de regressão, uma vez que o intuito de seu trabalho era puramente

a predição da resposta. Aqui, temos, além do interesse em predizer adequadamente a resposta,

simplificar, quando possível, a interpretação dos resultados, isto é, não considerar funções de

suavização nos casos em que o relacionamento entre a covariável e o parâmetro modelado é

aproximadamente linear.

As duas covariáveis que não necessitaram de funções de suavização para seu ajuste,

temperatura mínima e orvalho, são significativas ao nível de 5% de significância. A cada in-

cremento de 1 ◦C na temperatura mínima, há um decréscimo de, aproximadamente, 12,37% na

chance de não-ocorrência de sinistro. Ao passo que, a cada aumento de 1 ◦C na temperatura de

orvalho, há um aumento de, aproximadamente, 35,66% nesta mesma chance. Isto é lógico, uma

vez, temperaturas mínimas mais baixas podem estar associadas a geadas, aumentando os riscos,

enquanto temperaturas de orvalho mais altas indicam maior umidade, o que pode reduzir o risco

de perda na lavoura. Em relação às outras covariáveis consideradas para explicar π0, as funções

de suavização ajustadas são apresentadas na Figura 3.3. Conforme elucidado por Ramires et al.
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(2019), usualmente não realizamos testes de hipóteses para verificar a significância da variável

na estrutura de regressão, mas sim, verificamos seu comportamento graficamente.

Figura 3.3 – Splines cúbicas ajustadas para explicar a relação entre a probabilidade de não ocor-
rência de um sinistro, em que: (a) latitude (◦); (b) longitude (◦); (c) área da lavoura
(ha); (d) velocidade média mensal do vento (m/s); e (e) logaritmo da produtividade
estimada (kg/ha)
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Fonte: Autores (2024)

A partir da Figura 3.3, podemos observar que determinadas áreas no estado de Minas

Gerais apresentam maior risco de sinistros, possivelmente devido à concentração de contratos

nessas regiões. Este padrão geográfico é corroborado pelos resultados de latitude (Painel (a))

e longitude (Painel (b)). A relação entre a área cultivada e a probabilidade de sinistros (Painel

(c)) exibe um comportamento não linear: a probabilidade de ausência de sinistros diminui até

500 ha e, posteriormente, aumenta. Um padrão semelhante é observado no Painel (e), para a

produtividade estimada, indicando que sistemas produtivos mais intensivos podem apresentar

maior vulnerabilidade a riscos climáticos.

Finalmente, no Painel (d), a relação sinusoidal entre a velocidade do vento e a proba-

bilidade de ausência de sinistros sugere que ventos moderados podem ser benéficos, enquanto

ventos extremos representam um risco significativo às plantas e a produtividade da cultura de

milho, como discutido por Bhandari et al. (2023). E estratégias como o uso de híbridos resis-
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tentes ao vento (ibid) e gerenciamento cuidadoso de recursos como solo, água e biodiversidade

(Bhattacharya, 2019) são recomendadas para mitigar os impactos.

4.2 Modelo para Y > 0

Na Seção 4.1, abordamos o modelo logit para a probabilidade de ocorrência de zeros

(π0), considerado uma etapa inicial para o ajuste de outros modelos voltados aos valores po-

sitivos. O objetivo inicial foi identificar as covariáveis associadas à π0. Nesta segunda etapa,

focamos no modelo para os valores positivos de indenização.

A Estratégia A, descrita na Seção 2.3, foi aplicada para a seleção do melhor modelo

baseado em ambas as distribuições zBCCG e zBCPE. A Tabela 3.4 apresenta os valores das

medidas de AIC e BIC. Conforme podemos observar, o modelo que considera a distribuição

zBCPE para a resposta é o melhor uma vez que apresenta os menores valores de ambas as

métricas (AIC e BIC iguais a 3.870,21 e 3.922,80, respectivamente).

Tabela 3.4 – Critério de Informação de Akaike (AIC) para os modelos GAMLSS ajustados com
as distribuições zBCPE e zBCCG

Distribuição AIC BIC

zBCPE 3.870,21 3.922,80
zBCCG 3.942,36 3.998,05

O modelo final baseado na distribuição zBCPE é dado por

log(µ̂) = 15,684+0,208 latitude+ s11 (área)+ s12 (precipitação)

log(σ̂) = 18,498+ s21 (CAD)

ν̂ = −1,281

log(τ̂) = −1,568.

A única covariável selecionada sem a necessidade de inserção de uma função de su-

avização foi a latitude na estrutura de regressão para µ , sendo significativa ao nível de 5%.

Uma vez que exp(0,208) = 1,231, a cada 1◦ na latitude, espera-se um aumento de, aproxima-

damente, 23,1% no valor mediano da indenização. Além da latitude, outras duas covariáveis

foram selecionadas para explicar o parâmetro µ com base em uma função de suavização, a sa-

ber: a área e a precipitação. Com base na Figura 3.4 Painel (a), podemos verificar que o efeito

do tamanho da área é positivo na indenização mediana para lavouras de até, aproximadamente,
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400 ha e, após este limiar, o relacionamento passa a ser negativo. Este resultado é consistente,

em termos paramétricos, com os achados de Pala e Sáfadi (2022). Ainda, o efeito da média

mensal de dias com precipitação é negativo na indenização mediana até, aproximadamente, 16

dias e, posteriormente, permanece quase constante, com uma tendência positiva. Esse padrão é

compatível com estudos como o de Seamon et al. (2023), que destacam a influência complexa

da precipitação nas perdas seguradas.

Figura 3.4 – Splines cúbicas ajustadas para explicar a relação entre o valor mediano e variabili-
dade das indenizações (dado que um sinistro ocorreu) em que: (a) área da lavoura
(ha); (b) média mensal de dias com precipitação; e (c) a capacidade de água dispo-
nível (CAD).
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Fonte: Autores (2024)

O Painel (c) apresenta o relacionamento da única covariável - CAD - selecionada para a

estrutura do coeficiente de variação σ . A variabilidade é praticamente constante até, aproxima-

damente, 0,075 mm/m e, em seguida, o relacionamento é negativo. Este resultado é particular-

mente relevante para avaliar a incerteza no valor pago em caso de sinistro e para aplicações em

seguros paramétricos, como discutido por Gasparetto et al. (2023).

Os demais parâmetros da distribuição, ν e τ , foram modelados a partir de uma constante.

Os valores ajustados demonstram, de fato, a necessidade da utilização de uma distribuição fle-

xível como a BCPE para a modelagem da parte positiva dos dados. O valor de indenização tem

uma distribuição positiva acentuada, uma vez que ν̂ =−1,281 < 1, além de possuir uma forma

leptocúrtica (τ = exp(−1,568) = 0,208 < 2), isto é, apresenta caudas da distribuição pesadas

(Rigby; Stasinopoulos, 2004).

A Figura 3.5 apresenta o worm plot do modelo zBCPE ajustado, isto é, considerando

todas as estruturas de regressão da distribuição BCPE, bem como do componente binomial

associado à probabilidade de não ocorrência de sinistro, conforme. Como podemos observar, o
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modelo ajustado é razoável para explicar o conjunto de dados em estudo, uma vez que todos os

resíduos encontram-se dentro das bandas de 95% de confiança.

Figura 3.5 – Worm plot obtido a partir do modelo GAMLSS zero-ajustado com base na distri-
buição BCPE
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Fonte: Autores (2024)

5 Considerações finais

Neste artigo, propomos duas novas distribuições zero-ajustadas - Box-Cox Cole e Green

zero-ajustada (zBCCG) e Box-Cox exponencial potência zero-ajustada (zBCPE) -, isto é, que

consideram além de uma resposta estritamente positiva, uma probabilidade extra P(Y = 0) = π0

de não ocorrência do evento. As duas novas distribuições são apresentadas no contexto dos mo-

delos aditivos generalizados para locação, escala e forma (GAMLSS), possibilitando assim,

a sua utilização na construção de modelos preditivos. Por meio de estudos de simulação de

Monte Carlo, verificamos que os estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros

de ambas as distribuições fornecem resultados consistentes, considerando diferentes tamanhos

amostrais e cenários: distribuição simétrica, assimétrica positiva e negativa e, no caso da dis-

tribuição zBCPE, formas platicúrticas e leptocúrticas, isto é, com caudas pesadas e leves, res-

pectivamente. A potencialidade dos modelos de regressão baseados nessas novas distribuições

foi apresentada em uma aplicação prática em dados relacionados ao seguro rural, especialmente

sobre a distribuição zBCPE, devido à sua capacidade de capturar adequadamente tanto o padrão

assimétrico positivo, quanto o excesso de curtose presente nos valores de indenização.
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4 Conclusão

Os Modelos Aditivos Generalizados para Locação, Escala e Forma (GAMLSS), são

reconhecidos como uma das abordagens de regressão mais flexíveis na literatura dada sua ver-

satilidade para modelar respostas com diferentes características. Neste sentido o objetivo geral

deste estudo foi construir distribuições continuas com probabilidade extra de ocorrência de ze-

ros, utilizando os GAMLSS. Inicialmente foi realizada um estudo bibliométrico utilizando as

bases Web of Science e Scopus, no qual foram selecionados 593 artigos entre o período de 2004

e 2023, seguindo o protocolo PRISMA. Por meio do estudo bibliométrico verificou–se o im-

pacto significativo dos GAMLSS em diversas áreas do conhecimento, como evidenciado pela

crescente produção científica e pelo reconhecimento de autores, revistas influentes na área e

tópicos de tendência.

O desenvolvimento das novas distribuições zero–ajustadas – Box–Cox Cole e Green

zero–ajustada (zBCCG) e Box–Cox exponencial potência (zBCPE) – foi validado por meio de

estudos de simulação de Monte Carlo. Os estudos de simulação mostraram que os estimadores

de máxima verossimilhança para os parâmetros das distribuições zBCCG e zBCPE fornecem

resultados consistentes para diferentes tamanhos amostrais e cenários. No estudo de caso, a

distribuição zBCPE demonstrou superioridade em relação à zBCCG, devido à sua capacidade

de capturar caudas pesadas e padrões leptocúrticos nos valores de indenização.

Portanto, este trabalho representa uma contribuição importante para a evolução dos

GAMLSS e para o desenvolvimento de novas distribuições zero–ajustadas, fornecendo uma

base sólida para futuras pesquisas.

Para estudos futuros, sugere–se expandir o escopo bibliométrico, incluindo mais ba-

ses de dados e ferramentas alternativas para análise; investigar diferentes tipos de publicações,

como livros e artigos de revisão em outros idiomas; alterar palavras–chave; realizar uma revisão

sistemática; aprimorar o mapeamento bibliométrico, na inclusão de novas bases de dados na di-

versificação de tipos de dados, implementadas no pacote Bibliometrix, disponível no software

R. Além disso, desenvolver estratégias computacionais para otimizar o ajuste de modelos zero–

ajustados em grandes volumes de dados; e ampliar as aplicações das distribuições propostas

para áreas como saúde publica e finanças, onde o excesso de zeros e uma característica fre-

quente.

Além disso, as lacunas no mapeamento bibliométrico também foram identificadas, in-

cluindo a necessidade de explorar novas bases de dados, diferentemente de bases de dados
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bibliográficas suportadas por Bibliometrix e Biblioshiny, como, por exemplo, AGRIS (Inter-

national Information System for Agricultural Sciences and Technology – FAO), CABI CAB

DIRECT e FSTA (Food Science and Technology Abstracts – EBSCO) e design da rede de co-

laboração de coautoria mais amplas. Por outro lado, os GAMLSS, devido ao grande interesse

e à ampla aplicabilidade em diversas áreas do conhecimento, ainda apresentam lacunas que

podem ser investigadas e abordadas dentro dessa estrutura. Maiores detalhes podem ser encon-

trados no Artigo 1 desta dissertação, intitulado: “Historical developments and research trends

in GAMLSS” em “Supplementary Material 3”.
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