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RESUMO

O presente trabalho investiga as propriedades termodinamicas, magnéticas e quanticas de
um dimero de Heisenberg de spin 1/2 sujeito a acoplamento magnetoeldstico, considerando
explicitamente a influéncia das vibragdes internas da rede cristalina sobre a interagdo de troca
entre os spins. Diferentemente das abordagens lineares usuais, 0 modelo incorpora corre¢des
magnetoeldsticas de segunda ordem no deslocamento relativo entre os fons magnéticos. A
partir da diagonalizacao exata do setor de spin e da descricao harmdnica do grau de liberdade
vibracional, obtém-se um modelo efetivo no qual cada configuragcao de spin estd associada a um
modo vibracional especifico, conduzindo a uma funcdo de parti¢do ndo fatoravel. Com base nessa
formulagao, sdo determinadas as energias renormalizadas, as frequéncias vibracionais efetivas
e as populacdes térmicas dos diferentes setores de spin, permitindo analisar o deslocamento
magnetoeldstico médio, as flutuacdes vibracionais, as fronteiras de fase e as propriedades
de informacdo quantica do sistema. As correlagdes quanticas sdo investigadas por meio da
concorréncia, da Incerteza Quantica Local e da Informacao de Fisher magnética. Os resultados
mostram que o acoplamento magnetoeldstico modifica significativamente a redistribui¢ao térmica
das populagdes, alterando os intervalos energéticos entre os autoestados € a estabilidade das
fases magnéticas. Observa-se ainda que, embora o emaranhamento seja rapidamente reduzido
com o aumento da temperatura, as correlacdes quanticas capturadas pela Incerteza Quantica
Local persistem em uma faixa mais ampla de parametros, enquanto a Informacgdo de Fisher
evidencia regides de elevada sensibilidade associadas as fronteiras entre diferentes configuracoes
magnéticas. Esses resultados demonstram que os efeitos magnetoeldsticos desempenham papel
fundamental no controle simultaneo das propriedades termodindmicas, magnéticas e quanticas
de sistemas de spins de baixa dimensionalidade.

Palavras-chave: dimero de Heisenberg; magnetoelasticidade; correcdes de segunda

ordem; correlagdes quanticas; funcao de parti¢ao; informacao de Fisher quantica.



ABSTRACT

This work investigates magnetoelastic effects in a spin-1/2 Heisenberg dimer by explicitly
considering the influence of internal vibrational modes on its thermal, magnetic, and quantum
properties. Unlike the usual linear approach, the developed model incorporates second-order
magnetoelastic corrections in the relative displacement between spins, providing a more realistic
description of the coupling between magnetic and vibrational degrees of freedom. Through the
diagonalization of the magnetoelastic Hamiltonian and the construction of the partition function,
renormalized energies, effective vibrational frequencies, and thermal populations associated
with different spin sectors are obtained. Based on these quantities, the mean magnetoelastic
displacement, vibrational fluctuations, magnetization, magnetic susceptibility, and ground-state
phase boundaries are analyzed. In addition, the work investigates thermal quantum correlations
through concurrence, local quantum uncertainty, and quantum Fisher information, emphasizing
the effects produced by thermal population redistribution and vibrational renormalization of
the energy spectrum. The results show that second-order corrections significantly modify the
stability of magnetic phases, the energy gaps between eigenstates, and the robustness of quantum
correlations, highlighting the relevance of magnetoelastic effects in low-dimensional quantum
systems.

Keywords: Heisenberg dimer; magnetoelasticity; second-order corrections; quantum

correlations; partition function; quantum Fisher information.



INDICADORES DE IMPACTO

A pesquisa apresenta impacto cientifico e tecnoldgico de cardter potencial ao contribuir
para a compreensao das propriedades termodinamicas, magnéticas e quanticas de sistemas de
spins de baixa dimensionalidade com acoplamento magnetoeldstico. Os resultados mostram que a
interacdo entre os graus de liberdade vibracionais e magnéticos pode atuar no controle do espectro
energético, da redistribui¢do térmica das populagdes, das correlacdes quanticas e da sensibilidade
do sistema a campos magnéticos externos. A andlise por meio da concorréncia térmica, da
Incerteza Quantica Local e da Informacgdo de Fisher magnética evidencia tanto a complemen-
taridade desses quantificadores quanto a elevada sensibilidade do sistema nas proximidades
das fronteiras entre diferentes configuracdes magnéticas. Os impactos sdo predominantemente
potenciais e de alcance nacional e internacional, uma vez que o formalismo desenvolvido pode
subsidiar futuras investigacdes tedricas e experimentais envolvendo materiais magnetoeldsticos,
sistemas moleculares magnéticos e estruturas quanticas de baixa dimensionalidade, com possiveis
aplicacdes em metrologia quantica, sensoriamento de campos magnéticos e processamento de
informacdo quantica. A pesquisa enquadra-se principalmente na drea temdtica de Tecnologia e
Producao, com interface com Educacio, e apresenta relacio potencial com o ODS 4 - Educacéo
de Qualidade, pela formacao e produgdo de conhecimento cientifico especializado, e com o ODS
9 — Industria, Inovacao e Infraestrutura, pelas perspectivas de desenvolvimento cientifico e

tecnoldgico associadas ao estudo de materiais quinticos.



IMPACT INDICATORS

The research presents potential scientific and technological impact by contributing to the
understanding of the thermodynamic, magnetic, and quantum properties of low-dimensional spin
systems with magnetoelastic coupling. The results show that the interaction between vibrational
and magnetic degrees of freedom can contribute to the control of the energy spectrum, thermal
population redistribution, quantum correlations, and the sensitivity of the system to external
magnetic fields. The analysis based on thermal concurrence, Local Quantum Uncertainty, and
magnetic Fisher Information highlights both the complementary role of these quantifiers and the
enhanced sensitivity of the system near the boundaries between different magnetic configurations.
The impacts are predominantly potential in nature and have national and international scope,
since the developed formalism may support future theoretical and experimental investigations
involving magnetoelastic materials, molecular magnetic systems, and low-dimensional quantum
structures, with possible applications in quantum metrology, magnetic-field sensing, and quantum
information processing. The research is primarily associated with the thematic area of Technology
and Production, while also interfacing with Education, and is potentially related to SDG 4
— Quality Education, through specialized scientific training and knowledge production, and
to SDG 9 — Industry, Innovation and Infrastructure, due to the prospects for scientific and

technological development associated with the study of quantum materials.
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1 INTRODUCAO

Sistemas quanticos de baixa dimensionalidade constituem uma importante drea de
pesquisa em matéria condensada devido ao surgimento de fendmenos que nao possuem andlogo
classico, como emaranhamento quantico, coeréncia e correlagdes de longo alcance (Amico
et al., 2008; Horodecki et al., 2009). Entre os diversos modelos empregados na investigacao
dessas propriedades, os sistemas de spins descritos pelo modelo de Heisenberg ocupam posi¢ao
de destaque por fornecerem uma representacao simples e eficiente de interacdes magnéticas
presentes em materiais reais.

Dentre esses sistemas, os dimeros de spin 1/2 representam uma das estruturas mais
elementares para o estudo de propriedades magnéticas e quanticas. Apesar de sua simplicidade,
esses sistemas exibem uma rica variedade de comportamentos fisicos associados a competicao
entre interacdo de troca, anisotropia magnética, campo externo e efeitos térmicos. Além disso,
diversos compostos experimentais podem ser descritos com boa aproximag¢do por Hamiltonianos
efetivos do tipo Heisenberg, tornando os dimeros uma plataforma particularmente adequada para
a investigagcdo de fendmenos quanticos em equilibrio térmico (Blundell, 2001; Kageyama e al.,
1999; Miyahara; Ueda, 2003).

Nas dltimas décadas, o interesse por esses sistemas foi ampliado pelo desenvolvimento
da informacgdo quantica e da metrologia quantica. Nesse contexto, diferentes quantificadores
passaram a ser utilizados para caracterizar propriedades ndo cldssicas em sistemas magnéticos.
Entre eles destacam-se a concorréncia, amplamente empregada como medida de emaranhamento
bipartido (Hill; Wootters, 1997), a Incerteza Quantica Local (Girolami; Tufarelli; Adesso,
2013; Girolami; Adesso, 2014) e a Informagdo de Fisher Quantica, diretamente relacionada a
sensibilidade de sistemas quanticos frente a perturbagdes externas (Braunstein; Caves, 1994;
Paris, 2009; Giovannetti; Lloyd; Maccone, 2011).

Paralelamente, diversos materiais magnéticos apresentam forte acoplamento entre os
graus de liberdade de spin e as vibracdes da rede cristalina. Esse mecanismo, conhecido
como acoplamento magnetoeldstico ou interacao spin-fonon, desempenha papel fundamental
em fendmenos como magnetostri¢do, transi¢des estruturais induzidas por campo magnético e
modificagdes das propriedades termodindmicas dos materiais (Armstrong, 1997; Tickle et al.,
1999; Tickle; James, 1999). No mecanismo considerado neste trabalho, a origem microscépica
desse acoplamento estd na dependéncia da interacdo de troca com a distancia entre os fons
magnéticos. Assim, as vibragdes que modificam a distincia interatdmica também modulam a
intensidade da interagdo de troca.

O estudo de sistemas magnetoeldsticos tornou-se ainda mais relevante com o avango
de materiais quanticos de baixa dimensionalidade, sistemas hibridos magnon-fonon e qubits
moleculares de spin (Dunstan et al., 2023; Choe et al., 2024; Teh; Jeng, 2023). Nesses

sistemas, vibracdes estruturais podem alterar significativamente o espectro energético e modificar



propriedades magnéticas e correlacionais, estabelecendo uma forte interdependéncia entre os
setores vibracional e magnético.

Grande parte dos trabalhos disponiveis na literatura considera a dependéncia da interagdao
de troca apenas até primeira ordem em torno da posicdo de equilibrio (Strecka; Rojas; Souza,
2012; Strecka et al., 2019; Ferreira et al., 2020). Embora essa aproximacao seja adequada para
pequenas oscilagdes, contribuicdes de ordem superior podem tornar-se relevantes em regimes
onde as flutuagcdes vibracionais ndo sao despreziveis. A inclusdo de corre¢des magnetoelds-
ticas de segunda ordem permite capturar efeitos adicionais associados a renormalizacdo das
frequéncias vibracionais e a modificacao do espectro efetivo do sistema (Henriques; Salinas,
1987; Massimino; Diep, 2000; Boubcheur; Massimino; Diep, 2001). Além de modificar as
propriedades termodindmicas do sistema, essas correcdes afetam diretamente a redistribuicio das
populacdes térmicas entre os estados quanticos, influenciando medidas de correlagdo quéntica e
quantificadores de metrologia quantica. Dessa forma, compreender os efeitos da expansao mag-
netoeldstica além da aproximacao linear torna-se relevante tanto do ponto de vista fundamental
quanto para a descricao de materiais magnéticos reais (Strecka; Rojas; Souza, 2012; Ferreira et
al., 2020).

Motivado por essas questdes, este trabalho investiga um dimero de Heisenberg anisotrépico
do tipo XXZ de spin 1/2 submetido a campo magnético externo e acoplado a um modo vibracional
interno. A dependéncia da interagcdo de troca com a distancia relativa entre os spins € incorporada
por meio de uma expansao magnetoeldstica até segunda ordem, permitindo avaliar de forma mais
completa a influéncia das vibragdes sobre as propriedades do sistema.

A partir da construcao e diagonalizagdo do Hamiltoniano magnetoeléstico efetivo, sdo
obtidas as frequéncias vibracionais renormalizadas, o espectro energético e a funcio de particdo
do modelo. Com base nessas quantidades, sdo investigadas propriedades termodindmicas,
magnéticas e correlacionais, tais como concorréncia térmica, Incerteza Quantica Local e
Informacdo de Fisher Quantica. O objetivo central consiste em compreender como as corre¢oes
magnetoeldsticas de segunda ordem modificam a resposta magnética e as correlacdes quanticas do

dimero, contribuindo para a descricao de sistemas magnetoeldsticos de baixa dimensionalidade.



2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 Modelo de Heisenberg e dimeros quanticos

O modelo de Heisenberg constitui uma das principais descrigcdes tedricas das interagdes
magnéticas entre momentos de spin em sistemas quanticos. No contexto de dimeros, sua
aplicacdo permite caracterizar a interacdo entre dois spins acoplados e estabelecer a estrutura
energética que fundamenta a andlise das propriedades magnéticas e das correlagdes quanticas
do sistema. Nesta secdo, sdo apresentados os aspectos fundamentais desse modelo, incluindo a
origem microscépica da intera¢do de troca, a formulagao do dimero de spin 1/2 e a influéncia de

um campo magnético externo.

2.1.1 Origem microscopica da interacao de troca

A interagdo de troca possui origem puramente quantica e surge da combinagao entre a
interacdo coulombiana eletronica e a sobreposicao espacial das funcdes de onda de elétrons
localizados em sitios vizinhos da rede cristalina. Esse mecanismo conduz a um acoplamento
efetivo entre spins, responsdvel pelo ordenamento magnético em materiais condensados (Heisen-
berg, 1928; Mattis, 1981; Blundell, 2001). Em sistemas magnéticos reais, elétrons pertencentes
a atomos vizinhos podem apresentar sobreposicdo parcial de suas funcdes de onda eletroni-
cas. Como consequéncia, diferentes configuracdes relativas de spin passam a possuir energias
distintas, favorecendo alinhamentos paralelos ou antiparalelos dependendo das caracteristicas
microscopicas do material. Além disso, como a sobreposi¢ado orbital depende de forma direta da
distancia interatdmica, a interacio magnética torna-se fortemente sensivel a geometria cristalina
e as deformagdes estruturais da rede.

Considere inicialmente um sistema composto por dois elétrons localizados em orbitais
atdmicos vizinhos, descritos pelas fun¢des de onda i, (r) e ¥, (r). O Hamiltoniano eletronico

total pode ser escrito como

2

H=H +H + (2.1)

4 €nri2 ’
onde H e H, representam os Hamiltonianos individuais de cada elétron, enquanto o ultimo
termo corresponde a interagdo coulombiana entre particulas separadas por uma distancia r1;.
Como os elétrons ocupam orbitais vizinhos, as funcdes de onda espaciais passam a apresentar
sobreposicao parcial. Nesse caso, os estados de duas particulas podem ser construidos por
combinagdes lineares simétrica e antissimétrica das func¢des orbitais. Assim, definem-se os

estados espaciais

W, = [ ()W (2) + Ua(r2)0 ()] (2.2)
N



V. = — [Ya(r)¥p(r2) = a(r2)yp(ry)] . (2.3)

1

V2

As combinacdes simétrica e antissimétrica das funcdes orbitais desempenham papel
fundamental na origem da interac@o de troca. Em particular, elas encontram-se associadas a
diferentes configuragdes de spin do sistema. A combina¢do espacial simétrica ¥, estd relacionada
ao estado de spin antissimétrico, conhecido como singleto, enquanto a combinac¢ao espacial
antissimétrica W_ associa-se aos estados de spin simétricos, denominados tripletos. Dessa forma,
a distin¢do entre estados singleto e tripleto manifesta-se diretamente na energia do sistema,
originando a interacao de troca efetiva entre os spins. Uma discussdo mais detalhada sobre esses
estados serd apresentada na secao 2.1.5.

As energias associadas a essas configuragdes sdo dadas pelos valores esperados do

Hamiltoniano:

E, = / YA, dr; dr;, (2.4)

E_= / ¥*HY_ dr, dr;. (2.5)

Realizando a substitui¢ao das funcdes de onda nas integrais acima e reorganizando os

termos, obtém-se que a diferenca entre as duas configuracdes pode ser escrita como

Ev= =2 [ 0i00 () A (r)un (1) di 2.6)
A integral presente na equacgdo 2.6 € a integral de troca, responsdvel pelo acoplamento

efetivo entre os spins eletronicos. Define-se, entdo, a constante de troca J como

E_— E+ : * Y
J=—F—-= —/ Yo (r)Y, (r2) Hy o (r2)y5 (1) dry dry. (2.7)

Essa quantidade mede a intensidade do acoplamento magnético que € induzido pela
sobreposi¢ao das funcdes de onda eletronicas. A contribuicdo de energia associada a interacao

de troca pode ser representada por um Hamiltoniano efetivo de spins do tipo Heisenberg:

APin = _J §, - S, (2.8)

onde S; e S, representam os operadores de spin associados aos dois fons magnéticos que
compdem o dimero. Como o spin € uma grandeza vetorial na mecanica quantica, cada operador

pode ser decomposto em trés componentes cartesianas,

S (5580, 57). i=1.2, 29

onde §7, Sl.y e S; representam os operadores associados as componentes do momento angular de

spin da particula i ao longo das direcdes x, y e z, respectivamente. Esses operadores satisfazem as



relacdes de comutacdo usuais do spin e permitem descrever a orientagdo do momento magnético
em diferentes direcdes do espago. Assim, o produto escalar entre os operadores de spin pode ser

escrito como

Si- Sy = STS3+ 878y + 5583 (2.10)

Assim, o Hamiltoniano isotrépico de Heisenberg assume a forma

B =~ (S5 + 57S) + 5355 @.11)

A expressao da equacao 2.11 corresponde a forma isotropica do modelo de Heisenberg,
na qual o acoplamento magnético possui a mesma intensidade ao longo das trés direcdes
espaciais. Essa aproximacao descreve adequadamente diversos sistemas magnéticos, porém,
em materiais reais, efeitos cristalinos e estruturais podem tornar as interagdes dependentes da
direcdo considerada. Nesses casos, torna-se conveniente considerar modelos anisotropicos, nos
quais as interacdes de troca podem apresentar intensidades distintas conforme a dire¢do. Entre as
possiveis generalizagdes anisotropicas do modelo de Heisenberg encontra-se o modelo XXZ,

adotado neste trabalho e apresentado posteriormente.

2.1.2 Dimeros de spin 1/2 em materiais magnéticos

Dimeros quanticos de spin 1/2 correspondem a sistemas formados por dois momentos
magnéticos fortemente acoplados (Figura 2.1), amplamente utilizados no estudo de magnetismo
quantico, emaranhamento e correlacdes térmicas (Blundell, 2001).

Em materiais magnéticos reais, o acoplamento intradimero pode tornar-se dominante,
permitindo descrever o sistema por modelos efetivos envolvendo apenas dois spins. Diversos
compostos a base de cobre, como SrCu;(BO3);, Cu(NO3); - 2.5H,0 e (NH4),CuPOy - H>O,
apresentam comportamento compativel com dimeros de Heisenberg (Kageyama et al., 1999;
Miyahara; Ueda, 2003; Nojiri ef al., 1999). Além do interesse fundamental, esses sistemas
possuem relevancia em aplicacdes relacionadas a informacgao quantica, spintronica e materiais
quanticos de baixa dimensionalidade (Dunstan et al., 2023; Choe et al., 2024; Teh; Jeng, 2023).

Além da descri¢ao de materiais experimentais, modelos efetivos baseados em dimeros
de Heisenberg tém sido amplamente empregados na investigagao dos efeitos do acoplamento
magnetoeldstico sobre propriedades térmicas e correlacionais, permitindo estabelecer conexdes
entre a dinamica vibracional e a resposta magnética do sistema (Massimino; Diep, 2000;
Boubcheur; Massimino; Diep, 2001)



Figura 2.1 — Dimero de spin 1/2. Os spins S e S, localizam-se em sitios vizinhos, e interagem por meio
da interagdo de troca J, na presen¢a de um campo magnético externo B aplicado ao longo
do eixo z.

Dimero de spins 1/2

Si S

TEHZ

J >0 : acoplamento ferromagnético

J <0 : acoplamento antiferromagnético

0 spin 1/2 no sitio 1 0 spin 1/2 no sitio 2 — interagdo de troca J

T campo magnético externo

Fonte: Autor.

2.1.3 Modelo isotrépico e anisotropico XXZ

O modelo de Heisenberg constitui uma das formulagdes fundamentais da matéria
condensada para a descricao de interagdes magnéticas em sistemas quanticos correlacionados.
Sua importancia decorre da capacidade de representar, de forma relativamente simples, os
efeitos da interagdo de troca entre spins localizados em redes cristalinas, permitindo investigar
propriedades magnéticas, transi¢cdes de fase e correlacdes quanticas em sistemas de baixa
dimensionalidade (Arnesen; Bose; Vedral, 2001; Wang, 2001).

A origem fisica da interacdo de troca encontra-se associada ao principio de exclusdo de
Pauli e a sobreposi¢do das fungdes de onda eletronicas em materiais s6lidos. Dependendo do
sinal da constante de acoplamento de troca J, o sistema pode favorecer alinhamento paralelo ou
antiparalelo dos spins vizinhos, caracterizando regimes ferromagnéticos ou antiferromagnéticos.

Uma das extensdes mais importantes do modelo de Heisenberg consiste na inclusao de
anisotropias de troca. Essas anisotropias surgem quando diferentes componentes dos operadores
de spin interagem com intensidades distintas, situacao frequentemente encontrada em materiais
cristalinos de baixa simetria ou na presenca de efeitos spin-Orbita. Nessas condi¢des, torna-se
conveniente separar as contribui¢des associadas as componentes transversais (x e y) e longitudinais
(z) do spin, conduzindo ao chamado modelo XXZ, cujo hamiltoniano € descrito por

H=-J, (875, + S{Si) - J. 83585, (2.12)

onde J, representa o acoplamento magnético no plano transversal (x, y), enquanto J, descreve



a interacdo ao longo da direcao longitudinal z. Quando J, = J,, recupera-se o Hamiltoniano
isotrépico de Heisenberg, discutido anteriormente.

A anisotropia introduzida pelos parametros J, e J, produz competicao entre diferentes
configuracdes magnéticas, permitindo o aparecimento de fases quénticas distintas. Além disso, o
modelo XXZ possui grande relevancia experimental na descri¢do de sistemas magnéticos de
baixa dimensionalidade, incluindo compostos contendo dimeros de spin, como sera discutido

nas proximas secoes.

2.1.4 Campo magnético e termo de Zeeman

Campos magnéticos correspondem a regides do espaco capazes de interagir com particulas
portadoras de momento magnético. Em sistemas quanticos, a aplicacdo de um campo magnético
externo B modifica diretamente os niveis de energia dos spins, influenciando o comportamento
magnético e térmico do sistema. Essa contribui¢do, conhecida como termo de Zeeman, descreve
0 acoplamento entre os momentos magnéticos dos spins e o campo aplicado, produzindo o
desdobramento energético ilustrado na Figura 2.2. Para um dimero de spins 1/2, o termo de

Zeeman pode ser escrito como

Hz = —gupB(S] + 5%), (2.13)

onde g representa o fator giromagnético de Landé, up é o magneton de Bohr e B corresponde ao

modulo do campo magnético externo aplicado ao longo da direcdo z.

Figura 2.2 — Representacdo esquemadtica do acréscimo energético associado ao termo de Zeeman para
diferentes orientacdes do momento magnético em relacdo ao campo magnético externo B.
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E; = —gupBm;

Fonte: Autor.



Fisicamente, o termo de Zeeman quebra a degenerescéncia entre diferentes orientagdes
de spin, tornando o espectro de energia dependente do campo magnético externo. A competi¢cao
entre o acoplamento de troca e o campo aplicado favorece diferentes configuracdes magnéticas:
em baixos campos, estados antiferromagnéticos tendem a ser mais estdveis, enquanto campos
mais intensos favorecem estados polarizados, influenciando diretamente as populacdes térmicas,

as fronteiras de fase e o comportamento das correlacdes quanticas do sistema.

2.1.5 Estados singleto e tripleto

Um sistema composto por dois spins 1/2 pode apresentar diferentes configuragdes
magnéticas dependendo da orientacao relativa dos spins individuais. Na base desacoplada, o
espacgo de Hilbert do dimero € gerado pelos estados [1T), |TL), [LT), |ll), onde os simbolos T e |
indicam spins orientados paralela ou antiparalelamente ao eixo de quantizagdo escolhido.

Para descrever o dimero de Heisenberg, usam-se combinacoes lineares desses estados,
chamados de estados tripleto e singleto (Sakurai; Napolitano, 2011; Blundell, 2001). Os estados
tripletos sdo as trés configuracdes |¢;), |¢2) e |¢4) que pertencem ao setor simétrico, com
momento angular total § = 1. J4 a configuracdo |¢3) na qual os spins tendem ao alinhamento
antiparalelo é chamada de singleto, com momento angular total S = 0. A representacdo desses
estados pode ser organizada separando-se o setor tripleto e o setor singleto. Para o setor tripleto,

tem-se

61y = 1),
162) = % (1) +111). 2.14)
164) =1 LL).

Ja o estado singleto € dado por

1
|$3) = G (1 TH =14 (2.15)

O estado |¢3) desempenha papel fundamental na fisica de sistemas antiferromagnéticos.
Em particular, esse estado encontra-se diretamente associado ao surgimento de emaranhamento
quantico entre os spins do dimero.

A Figura 2.3 ilustra esquematicamente os estados tripletos e o estado singleto para um

dimero de spins 1/2.



Figura 2.3 — Representagdo dos estados tripletos e singleto para um par de fons.
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Fonte: Autor.

Fisicamente, os estados tripletos podem ser interpretados como configuracdes em que os
momentos magnéticos tendem a apontar na mesma direcao, enquanto o estado singleto representa
uma combinacdo quantica antiparalela fortemente correlacionada.

A competicdo entre estados singleto e tripleto desempenha papel central na descri¢ao das

propriedades magnéticas, térmicas e quanticas do dimero de Heisenberg.

2.2 Acoplamento magnetoelastico

Em sistemas magnéticos reais, os graus de liberdade de spin podem estar acoplados as
deformacdes da estrutura, de modo que alteragdes nas posi¢oes relativas dos dtomos modificam as
interacOes magnéticas do sistema. Esse mecanismo, denominado acoplamento magnetoeldstico,
estabelece uma conexao entre os setores magnético e vibracional e permite incorporar a descri¢do
do sistema os efeitos decorrentes das variagdes da distancia entre os spins. Nesta secdo, sao
introduzidos os fundamentos dessa interacdo, sua relagdo com a dependéncia espacial da constante

de troca e a descricao das vibragdes da rede por meio de modos fononicos.

2.2.1 Interacao spin-fonon

Em muitos materiais magnéticos, os spins ndo interagem apenas entre si, mas também
com as vibragdes da rede cristalina. Esse mecanismo de acoplamento entre os graus de
liberdade magnéticos e vibracionais € conhecido como interag¢do spin-fonon, ou acoplamento
magnetoelastico (Armstrong, 1997; Tickle et al., 1999). Como consequéncia, vibragdes da rede
podem influenciar propriedades magnéticas, enquanto a dindmica dos spins também pode induzir

deformagdes mecanicas locais no material.
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Experimentalmente, o acoplamento magnetoeldstico € associado a diversos fendmenos,
como magnetostri¢io !, transicdes estruturais induzidas por campo magnético e modificacdes das
propriedades térmicas e quanticas dos materiais. Em sistemas modernos de baixa dimensionali-
dade, esse mecanismo também possui importancia em materiais quanticos, qubits moleculares
de spin e sistemas hibridos magnon-féonon (Dunstan et al., 2023; Choe et al., 2024; Teh; Jeng,
2023).

Uma conexao experimental particularmente relevante ocorre no composto fortemente
dimerizado SrCu;(BO3),. Medidas de espalhamento Raman, magnetostricio e expansao térmica
mostram que modos vibracionais sensiveis a geometria do dimero podem modular as interacoes
de troca intradimero e interdimero (Thirunavukkuarasu et al., 2023). Além disso, a evolucdo do
chamado modo pantografico sob pressao foi associada a mudancas nas correlacdes magnéticas
entre os spins do dimero (Bettler ez al., 2020). Esses resultados evidenciam experimentalmente a
relagdo entre as deformacdes internas, o espectro vibracional e as propriedades magnéticas em
sistemas dimerizados.

Sob o ponto de vista tedrico, esse acoplamento modifica simultaneamente as propriedades
vibracionais e magnéticas do sistema, introduzindo alteracdes na constante efetiva do potencial, nas
frequéncias vibracionais e no espectro de energia do Hamiltoniano magnetoeléstico (Henriques;
Salinas, 1987; Massimino; Diep, 2000; Strecka; Rojas; Souza, 2012)

2.2.2 Dependéncia da troca com a distancia interatdomica

Em materiais magnéticos, a intensidade da interacdo de troca magnética entre spins
localizados depende da distincia entre os fons magnéticos que os hospedam. Essa dependéncia
pode ser representada de forma geral por uma constante de troca dependente do deslocamento

relativo r,

J=J(r). (2.16)

Essa relacdo surge porque a sobreposicao das fungdes de onda eletronicas varia com a
separacao interatdmica entre os spins. Pequenas deformacdes estruturais da rede modificam
essa sobreposicao orbital e, consequentemente, alteram o acoplamento magnético efetivo do
sistema, conforme mostra a Figura 2.4. Considerando pequenas oscilacdes em torno da posicao
de equilibrio ro = 0, a constante de troca pode ser expandida em série de Taylor:

1 d%J

() +5 =5
(r=0) 2 dr?

Iy =10+ Y

2 PR
- (r)? + 2.17)

(r=0)

' Magnetostricio é a deformagio de um material provocada pela mudanca de seu estado magnético, decorrente do

acoplamento entre magnetismo e estrutura cristalina.
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Figura 2.4 — Dependéncia esquematica da constante de troca magnética J(r) com o deslocamento relativo
r.

( Deslocamento de equilibrio 7, ] J( r) A
A constante de troca J(r)
_________ ZO_ i o e e depende do deslocamento r
entre os jons magnéticos.
S S,
Alongamento (r > 0)
J(ro)
Ko +F

Fonte: Autor.

Essa expansao mostra que vibragdes da rede cristalina podem modificar diretamente os
acoplamentos magnéticos do sistema, estabelecendo o acoplamento entre os graus de liberdade de
spin e os modos vibracionais da rede. Em muitos modelos, essa dependéncia € representada por
func¢des continuas da coordenada relativa entre os spins, permitindo investigar como pequenas
deformacoes estruturais influenciam propriedades magnéticas, térmicas e quanticas do sistema
(Henriques; Salinas, 1987; Massimino; Diep, 2000; Boubcheur; Massimino; Diep, 2001).

No presente trabalho, essa dependéncia serd incorporada explicitamente ao Hamiltoniano
magnetoeldstico efetivo do dimero XXZ, desenvolvido na Secdo 3. Essa formulagdo permite
tratar de forma consistente a influéncia das vibra¢des da rede sobre os niveis de energia e constitui
a base para a obtencdo das correcdes magnetoeldsticas discutidas posteriormente (Ferreira et al.,
2020).

2.2.3 Expansao magnetoelastica até 2? ordem

Em muitos modelos magnetoeldsticos, assume-se que a constante de troca magnética
pode apresentar uma pequena variacdo em relacao a distancia relativa entre os ions magnéticos.
Essa dependéncia reflete a rdpida reducao da sobreposicao das funcdes de onda eletronicas a
medida que a separacdo interatdbmica aumenta.

No regime de pequenas oscilagcdes em torno da posi¢ao de equilibrio, caracterizado por
vor < 1, a dependéncia da interacdo de troca pode ser expandida em série de Taylor, como ja
demonstrado na equagdo 2.17. Consideram-se, portanto,

dJ d*J

]OZJ(FO)’ r'n :—-707»

|  =J 2.18
ar| | 0Y (2.18)
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O primeiro termo corresponde ao acoplamento de equilibrio, enquanto os termos linear e
quadrético representam correcoes magnetoeldsticas induzidas pelas vibragdes da rede cristalina.
Na aproximag¢ao harmonica adotada, o movimento vibracional relativo dos fons € andlogo ao de
um sistema massa—mola, no qual a massa reduzida caracteriza a inércia do movimento relativo
e a constante eldstica k determina a rigidez do potencial vibracional. Assim, a contribui¢do
linear descreve o acoplamento magnetoeldstico dominante para pequenas deformagdes. J4 o
termo quadrdtico torna-se relevante quando a amplitude das oscilagdes ndo pode ser considerada
desprezivel, produzindo modificacdes adicionais nas propriedades magnéticas e vibracionais do
sistema.

A limitacao da expansao em segunda ordem pressupde que o deslocamento relativo
tipico permanega pequeno em compara¢do com a escala espacial determinada pelo parametro

magnetoeldstico. De maneira geral, essa condi¢ao pode ser expressa por

YolAr < 1, a=x,z, (2.19)

em que Ar caracteriza a amplitude tipica das oscilacdes relativas entre os ions. A equagdo 2.19
evidencia que a validade da expansao nao depende apenas do valor absoluto do deslocamento, mas
também da sensibilidade da interacdo de troca as variacdes da distancia interatdmica, representada
por y,. Assim, mesmo deslocamentos moderados podem comprometer a aproximacao quando o
acoplamento magnetoeldstico € suficientemente elevado.

Como a amplitude das flutuacdes depende da temperatura e do setor de spin termicamente
ocupado, uma avaliagdo quantitativa mais rigorosa dessa condi¢ao serd apresentada posteri-
ormente, apds a obtencido dos deslocamentos médios e das flutuagdes vibracionais de cada

setor.

2.3 Oscilador harménico quantico

Em materiais magnéticos, a intera¢do de troca entre spins pode depender da distancia
relativa entre os ifons da rede cristalina, conforme discutido na Secdo 2.2. Como esses ions
realizam pequenas oscilagdes em torno de suas posi¢coes de equilibrio, a separacao interatdmica
torna-se uma grandeza dindmica, influenciando indiretamente as propriedades magnéticas do
sistema. Para amplitudes reduzidas, essas vibragdes podem ser descritas com boa aproximagao
pelo modelo do oscilador harmdnico, que constitui a base para a descri¢cdo quantica dos modos

vibracionais da rede.

2.3.1 Quantizacao vibracional

Na Mecanica Cléssica, a energia vibracional varia continuamente. Entretanto, na
Mecanica Quantica, as vibragdes passam a apresentar niveis discretos de energia, processo
conhecido como quantiza¢do vibracional, demonstrado na Figura 2.5. Na descri¢ao quintica, o

oscilador harmonico € representado pela Hamiltoniana
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2
1
e =P, 5,42, (2.20)

onde 7 e p representam, respectivamente, os operadores de posi¢cdo € momento conjugado
associados ao modo vibracional, m é a massa reduzida e « € a constante eldstica do potencial

harmonico. Para um oscilador harmdnico quantico, os niveis de energia permitidos sdo dados por

1
En:(n+§)hw, n=0,1,2,..., (2.21)

onde w representa a frequéncia angular de oscilagdo e n corresponde ao ndmero quantico
vibracional.

Como consequéncia, a energia associada ao movimento oscilatério ndo pode assumir
valores arbitrarios, mas apenas determinados valores permitidos pela teoria quantica (Griffiths;
Schroeter, 2018; Sakurai; Napolitano, 2011).

Figura 2.5 — Representacao esquematica da quantizacgao vibracional em um oscilador harmonico quantico.

4 LY r i

Quantizacao vibracional no modo harmodnico

n=3

ta

Fonte: Autor.

As excitagdes elementares associadas a esses modos vibracionais sdo denominadas fonons.
De forma andloga aos fétons no campo eletromagnético, os fonons podem ser interpretados como

os quanta de energia das vibragdes da rede cristalina (Ashcroft; Mermin, 1976; Kittel, 1996).

2.3.2 Operadores bosonicos

A descri¢do quantica de sistemas vibracionais torna-se particularmente simples quando
formulada em termos de operadores de criacdo e aniquilacdo. Esses operadores permitem
representar a absor¢do ou emissdao de quanta vibracionais sem a necessidade de trabalhar
diretamente com as varidveis de posi¢ao e momento. Assim, os fonons correspondem aos quanta
dos modos normais de vibracao da rede cristalina, sendo interpretados como quase-particulas

bosdnicas. Diferentemente dos férmions, que obedecem ao principio de exclusido de Pauli e ndao
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podem ocupar simultaneamente 0 mesmo estado quantico, bésons podem coexistir em nimero
arbitrario em um unico estado. Essa propriedade torna os operadores bosdnicos uma ferramenta
natural para descrever excitagdes vibracionais em sélidos (Ashcroft; Mermin, 1976; Kittel, 1996).

Nessa abordagem, introduzem-se os operadores de criacdo b’ e de aniquilagdo b,
associados respectivamente a adi¢ao e a remo¢ao de um quantum vibracional. Esses operadores
constituem a base da descri¢do quantica dos modos vibracionais e permitem representar de forma
compacta os estados excitados do sistema.

Esses operadores satisfazem a relagdo de comutagdo

[b,b7] =1, (2.22)

que constitui a base algébrica da quantizac¢ao do oscilador harmonico. Em termos dos operadores

bosdnicos, o Hamiltoniano vibracional assume a forma

1
H?) = ke (bTb + E) i (2.23)

onde w representa a frequéncia angular do modo vibracional e o operador b'b corresponde
ao operador nimero. Seus autovalores determinam a quantidade de excitagdes vibracionais
presentes no sistema.

No contexto do presente trabalho, os operadores bosonicos serdo empregados na quanti-
zacdo explicita do modo vibracional associado ao sistema magnetoeldstico, e serdo apresentados
na Secao 3.3.2.1.

2.3.3 Frequéncias vibracionais efetivas

Em sistemas magnetoeldsticos, os graus de liberdade vibracionais e magnéticos encontram-
se acoplados. Como a interacdo de troca entre os spins depende da distancia entre os fons
magnéticos, oscilagdes da rede cristalina podem modificar as propriedades magnéticas do sistema.
De forma reciproca, diferentes configuracdes magnéticas também podem influenciar a dindmica
vibracional do material (Ashcroft; Mermin, 1976; Kittel, 1996).

Como consequéncia desse acoplamento, a frequéncia natural de oscilacdo do sistema
pode diferir daquela observada na auséncia de interacdo magnetoeldstica. Em outras palavras,
a dependéncia da interagdo de troca com o deslocamento relativo introduz uma contribui¢ao
adicional ao termo quadratico do potencial vibracional. Como consequéncia, a rigidez efetiva do
oscilador é modificada e, portanto, sua frequéncia natural é renormalizada.

Na auséncia de acoplamento magnetoeldstico, a frequéncia natural do oscilador € dada

por

w= X (2.24)

m
onde k representa a constante eldstica do potencial harmonico e m a massa reduzida associada ao

movimento vibracional.
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Figura 2.6 — Reajuste do potencial vibracional devido ao acoplamento magnetoelastico. A modificacdo
da curvatura do potencial altera a rigidez efetiva do modo oscilatério, levando a substituicao
da frequéncia natural w por uma frequéncia efetiva wes.

Potencial vibracional efetivo

¥ir)
VAN > V()

, Vgl) =< 7(7)

Fonte: Autor.

Quando o acoplamento magnetoeldstico € levado em consideracio, a frequéncia passa a
ser representada por

b

K
Wef = A= (2.25)
m
onde a constante eldstica efetiva é dada por

Kef = K + Ak. (2.26)

A forma explicita de w.r depende dos parametros do modelo magnetoeldstico e também
do Hamiltoniano do sistema.

A importancia dessas frequéncias vai além da descri¢ao da dindmica vibracional. Como
a frequéncia do oscilador harmonico estd diretamente associada a curvatura do potencial, como
mostra a Figura 2.6, modificagdes na rigidez efetiva alteram a frequéncia vibracional do sistema.
Consequentemente, a substitui¢cdo de w por wer influencia propriedades termodindmicas e

quanticas, tais como populagdes térmicas, energia livre e medidas de correlacao quantica.

2.4 Mecanica estatistica quantica

A descrigdo de sistemas quanticos em equilibrio térmico exige uma formulacao estatistica,
uma vez que, para temperaturas finitas, diferentes estados de energia podem ser ocupados com
probabilidades distintas. Nesse contexto, a Mecanica Estatistica fornece a conexdo entre os
niveis microscopicos de energia e as grandezas macroscopicas observaveis, como energia interna,

entropia, magnetizagao e calor especifico (Reif, 2009; Pathria; Beale, 2011).
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No presente trabalho, considera-se que o sistema esteja em equilibrio térmico com um
reservatorio a temperatura 7. Dessa forma, o tratamento adequado € realizado no ensemble
canodnico, no qual o sistema pode trocar energia com o reservatério, mas mantém fixos o nimero
de particulas e o volume (Pathria; Beale, 2011; Reif, 2009).

2.4.1 Ensemble canonico

No ensemble canOnico, o sistema nao € isolado, pois pode trocar energia com um
reservatorio térmico. Entretanto, ndo hd troca de particulas, de modo que o ndmero de particulas
N e o volume V permanecem constantes. A temperatura do conjunto € determinada pelo
reservatorio térmico, sendo representada por 7.

Com base nesse formalismo, estados de menor energia apresentam maior probabilidade
de ocupacao do que estados com maior energia. Essa distribui¢do de probabilidades é descrita
pela estatistica de Boltzmann e depende da temperatura do sistema por meio da grandeza

B = L, (2.27)
kpT
onde kp € a constante de Boltzmann e 7 representa a temperatura absoluta.
A obtencao explicita das probabilidades de ocupacgao requer a introdugao da funcgao de

particdo canonica, introduzida a seguir.

2.4.2 Funcao de particao

A funcio de particao retine todas as contribui¢des estatisticas de todos os estados acessiveis

ao sistema. Para um sistema quintico de niveis discretos de energia, ela € definida por

7= Z e~ PEn, (2.28)
n

Cada termo da soma representa a contribui¢do de um estado quéntico ponderada pelo
fator de Boltzmann. Assim, a funcdo de particdo determina como os diferentes niveis de energia
participam da descri¢do estatistica do sistema em equilibrio térmico.

A fungdo de particao atua como fator de normalizacio das probabilidades de ocupacao
dos estados quanticos. Assim, a probabilidade de encontrar o sistema no estado de energia E,, é

dada por

P, = . (2.29)

A importancia de Z estd no fato de que diversas grandezas termodindmicas podem
ser obtidas diretamente a partir dela, incluindo energia livre, energia interna, entropia, calor
especifico e magnetizacdo. No contexto deste trabalho, a funcdo de particao serd construida
posteriormente a partir do espectro energético obtido pela diagonalizacdo do Hamiltoniano

efetivo.
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2.4.3 Populacoes térmicas e matriz densidade

Em equilibrio térmico, um sistema quantico ndo se encontra, em geral, associado a
um unico autoestado de energia. Devido a presenca de flutuagdes térmicas, diferentes estados
tornam-se acessiveis com probabilidades determinadas pela distribuicao de Boltzmann. Essas
probabilidades, denominadas popula¢des térmicas, dependem diretamente do espectro energético
do sistema e da temperatura do reservatdrio térmico (Reif, 2009; Pathria; Beale, 2011).

Fisicamente, as populagdes térmicas descrevem como os componentes do sistema se
distribuem entre os niveis de energia disponiveis. Em temperaturas muito baixas, a ocupagao
concentra-se predominantemente nos estados de menor energia. A medida que a temperatura
aumenta, estados excitados passam a contribuir de forma mais significativa para a descri¢ao
estatistica do sistema.

A partir dessas probabilidades, constréi-se o operador densidade, também denominado
matriz densidade. Esse formalismo fornece uma descri¢ao completa de sistemas quanticos em
estados mistos, isto €, sistemas cuja condi¢ao fisica nao pode ser representada por um tnico vetor
de estado, mas por uma combinacao estatistica de diferentes autoestados quanticos (Nielsen;
Chuang, 2010).

No ensemble candnico, a matriz densidade pode ser escrita na forma

p= Paln)nl, (2.30)

onde P, representa a populacdo térmica associada ao autoestado |n).
A importancia desse formalismo estd no fato de que todas as propriedades observaveis
do sistema podem ser obtidas diretamente a partir da matriz densidade. Em particular, o valor

médio de um observavel A € calculado por meio da relagdo

(AY = Tr (,5 A), 2.31)

onde Tr denota a operagdo traco sobre o espaco de estados do sistema (Sakurai; Napolitano,
2011).

Além da descric¢do de propriedades termodindmicas e magnéticas, a matriz densidade
desempenha papel fundamental na investigacdo de correlagdes quanticas. Quantificadores
amplamente utilizados na literatura, como a concorréncia, a informacao de Fisher quantica e a
incerteza quantica local, sdo construidos diretamente a partir desse operador (Horodecki et al.,
2009).

No contexto deste estudo, a matriz densidade serd obtida a partir das populagdes térmicas
associadas aos niveis de energia do sistema magnetoeldstico. Esse formalismo servird de base
para a andlise das propriedades magnéticas, térmicas e correlacionais que serdo discutidas
nas secOes seguintes. Em particular, a concorréncia térmica, a Incerteza Quantica Local e a

Informacao de Fisher Quantica sdo obtidas diretamente a partir desse operador, o que evidencia o
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papel central da matriz densidade na caracterizag¢do das correlagdes quanticas em estados mistos
(Horodecki et al., 2009; Girolami; Tufarelli; Adesso, 2013; Paris, 2009).

2.5 Correlacoes quanticas

As correlacdes quinticas representam uma das caracteristicas mais fundamentais da
Mecanica Quantica e constituem um tema central em dreas como informag¢ao quantica, computa-
¢do quantica, comunicacdo quantica e fisica da matéria condensada (Nielsen; Chuang, 2010;
Horodecki et al., 2009). Diferentemente das correlacdes classicas, que podem ser interpretadas
por meio de distribui¢cdes de probabilidade convencionais, correlagcdes quanticas estdo associadas
a existéncia de coeréncia e superposicao entre estados quanticos. Além de sua importancia con-
ceitual, as correlacdes quanticas desempenham papel fundamental em protocolos de informagao
quantica, metrologia de alta precisao e no estudo de transi¢coes de fase em sistemas fortemente
correlacionados (Girolami; Adesso, 2014; Giovannetti; Lloyd; Maccone, 2011).

Entre as diversas formas de correlacao quéntica, o0 emaranhamento ocupa posi¢do de
destaque por representar uma caracteristica exclusivamente quantica, sem equivalente classico.
Sistemas emaranhados exibem propriedades coletivas que ndo podem ser descritas pela simples
combinacao dos estados individuais de seus constituintes, tornando-se importantes tanto para
aplicacdes tecnoldgicas quanto para a compreensdo de fendmenos fisicos fundamentais.

Em sistemas quanticos submetidos a temperaturas finitas, as correlacdes tornam-se
particularmente interessantes devido a influéncia das flutuacdes térmicas. Nesses casos, a
ocupacgado simultanea de diferentes niveis de energia modifica a estrutura correlacional do sistema,
exigindo uma descri¢ao baseada em estados mistos e operadores densidade.

Nas secdes seguintes sao apresentados os conceitos necessdrios para a caracteriza¢ao
de correlacdes quanticas em sistemas térmicos, com €nfase em medidas de emaranhamento

construidas a partir do formalismo da matriz densidade.

2.5.1 Estados mistos e correlacoes quanticas

Conforme discutido na Secdo 2.4.3, sistemas quanticos em equilibrio térmico sao
descritos por estados mistos, nos quais diferentes autoestados contribuem simultaneamente para
a representacao estatistica do sistema. Essa caracteristica possui consequéncias importantes para
a andlise das correlacdes quanticas, uma vez que a presenga de mistura estatistica modifica a
forma como tais correlacdes se manifestam.

Em estados puros, as propriedades correlacionais podem ser determinadas diretamente a
partir do vetor de estado do sistema. Entretanto, em estados mistos, a coexisténcia de multiplas
configuracOes quinticas torna a estrutura correlacional mais complexa, pois as correlagdes
observadas passam a incorporar tanto contribui¢des genuinamente quanticas quanto efeitos
associados a distribuigdo estatistica dos estados acessiveis (Nielsen; Chuang, 2010).

A temperatura desempenha papel particularmente relevante nesse contexto. A medida que
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a energia térmica aumenta, estados excitados passam a ser progressivamente ocupados, alterando
a composicao do operador densidade e, consequentemente, as propriedades correlacionais do
sistema. Esse processo tende a reduzir a coeréncia quantica e pode provocar a supressao gradual
do emaranhamento, fendmeno frequentemente associado a decoeréncia induzida termicamente
(Amico et al., 2008; Horodecki et al., 2009).

Dessa forma, a caracterizacdo de correlagdes quanticas em sistemas térmicos requer
a utilizacdo de quantificadores capazes de distinguir correlagdes genuinamente quanticas de
contribuicdes puramente estatisticas. Diversas medidas foram propostas para esse propdsito,
incluindo a concorréncia, a discérdia quantica, a incerteza quantica local e a informacgdo de
Fisher quantica.

Entre essas medidas, a concorréncia destaca-se por fornecer uma quantificacao direta do
emaranhamento em sistemas bipartidos de dois qubits, sendo amplamente utilizada em estudos
envolvendo sistemas de spins e correlacdes térmicas (Wootters, 1998). Por essa razao, essa
grandeza serd introduzida inicialmente e utilizada como ponto de partida para a andlise das

correlacdes quanticas discutidas neste trabalho.

2.5.2 Concorréncia térmica

Para um sistema bipartido composto por dois qubits, cuja matriz densidade p possui
dimensdo 4 X 4, uma das medidas mais utilizadas para quantificar o emaranhamento corresponde
a concorréncia, introduzida por Hill e Wootters (Hill; Wootters, 1997; Wootters, 1998).

Define-se inicialmente a matriz

p=(oy,®0y)p (0y®0Ty), (2.32)

onde p* representa a conjugada complexa de p na base computacional e oy € a matriz de Pauli. A
matriz p € conhecida como matriz densidade com reversao de spin (spin-flipped density matrix)
e desempenha papel central na identificagdo das componentes responsaveis pelo emaranhamento
do sistema.

Em seguida, constrdi-se a matriz

R = pp, (2.33)

cujos autovalores contém as informacdes necessdrias para a quantificacdo do emaranhamento em
estados mistos. Denotando por A; os autovalores de R e ordenando suas raizes quadradas em

ordem decrescente,

Var 2 Va2 > a3 > Vs, (2.34)

a concorréncia € definida por

C(p) = max {0, VA = =15 - \/Z} . (2.35)
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Para estados puros de dois qubits, Wootters demonstrou que a concorréncia pode ser

escrita na forma

C =2lad - be|, (2.36)

onde a, b, ¢ e d sao os coeficientes do estado

l¥) = al00) + b|01) + ¢|10) + d|11), (2.37)

sujeitos a condicao de normalizagdo

lal? + 16 + |ef” + |d|* = 1. (2.38)

A partir da condi¢do de normaliza¢do, pode-se demonstrar explicitamente que a concor-
réncia ndo pode exceder a unidade. Para obter um limite superior para a concorréncia, aplica-se

a desigualdade de Cauchy—Schwarz aos coeficientes do estado puro, resultando em

jad — be| < \(la> +6P) (e + 1dP?). (2.39)

de forma que

C =2lad - be| < 24/x(1 - x), (2.40)

onde

x = |a|* + |b)?, (2.41)

e, pela normalizacdo do estado,

1—-x=lc]® +|d|* (2.42)

A funcdo 2+/x(1 — x) possui valor maximo igual a 1, atingido para x = 1/2. Portanto,

para estados puros de dois qubits,

0<C<l. (2.43)

A extensdo da concorréncia para estados mistos, apresentada na equacgao 2.35, preserva
essa normalizacdo, de modo que C = 0 corresponde a estados separdveis, enquanto C = 1

caracteriza estados maximamente emaranhados (Wootters, 1998).

2.5.3 Incerteza Quantica Local

Embora o emaranhamento represente uma importante forma de correlagdao quantica, ele
ndo esgota todas as manifestacdes possiveis de nao classicidade. Existem situacdes em que
sistemas separdveis ainda exibem caracteristicas genuinamente quanticas associadas a presenga

de coeréncias locais e correlacdes mais gerais.
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A Incerteza Quantica Local (LQU) é uma medida baseada na informacdao de Wig-
ner—Yanase que quantifica a minima incerteza quantica associada a realiza¢do de medi¢des locais
em um dos subsistemas (Girolami; Tufarelli; Adesso, 2013).

Fisicamente, a LQU quantifica a menor incerteza quantica associada a uma medida local
realizada em um dos subsistemas. Um valor nulo indica a existéncia de um observavel local
cuja medida ndo revela carater quantico nas correlacdes, enquanto valores ndo nulos sinalizam a
presenca de correlacdes quanticas detectdveis localmente.

Para sistemas bipartidos de dois qubits, a LQU € definida por

Ua(p) =1 = Amax(W), (2.44)

onde An,x (W) representa o maior autovalor da matriz W.

Os elementos de W sdo dados por

Wi =Tr [\/E(O'i ® N/p(o; ® I)] , (2.45)

comi,j = x,Y,z, sendo o; as matrizes de Pauli e I o operador identidade.

A matriz W descreve como o estado quantico responde a observéveis locais associados
a um dos subsistemas, incorporando simultaneamente informacdes sobre coeréncia quantica e
correlacdes presentes na matriz densidade.

Uma caracteristica importante da LQU € que ela pode permanecer diferente de zero
mesmo quando o emaranhamento, quantificado pela concorréncia, desaparece. Isso ocorre
porque a LQU € sensivel a correlagdes quanticas do tipo discérdia, que constituem uma classe

mais ampla que o emaranhamento.

2.5.4 Informacio de Fisher Quantica

A Informacao de Fisher Quantica (QFI) constitui uma das grandezas centrais da teoria
de estimacdo quantica e da metrologia quantica (Braunstein; Caves, 1994; Paris, 2009). Essa
quantidade mede a sensibilidade de um estado quantico frente a varia¢cdes de um parametro fisico
6.

Esse parametro pode representar diferentes grandezas fisicas, tais como campo magnético,
temperatura, frequéncia, fase ou constante de acoplamento, dependendo do problema considerado.

Fisicamente, a QFI mede o quanto o estado quantico se modifica quando o parametro
sofre uma pequena variagdo. Quanto maior for essa sensibilidade, maior serd a capacidade do
sistema de fornecer informacdes sobre o parametro investigado.

Para uma familia de estados dependente de 6, representada por p(6), a Informagao de

Fisher Quantica € definida por

Fo(6) = Tr[p(0)L7], (2.46)

onde Ly € o operador logaritmico simétrico (SLD), determinado pela relacao
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op(0 1
% =3 (Lop + pLy) . (2.47)

Essa definicdo representa a generaliza¢ao quantica da Informagao de Fisher classica. Para
visualizar essa conexdo, considera-se o caso em que a matriz densidade € diagonal em uma base

ortonormal independente de 6,

p(8) = > p(xl)lx)(xl, (2.48)

onde |x) representa uma base ortonormal fixa, independente do parametro 6, e p(x|@) corresponde
a probabilidade de obten¢do do resultado x para um dado valor de 8. Nessa situagdo, a dependéncia
em 6 estd presente apenas nas probabilidades de ocupagdo dos estados da base, enquanto os
vetores |x) permanecem inalterados. Assim, ao derivar a matriz densidade em relagdo a 6, apenas

as probabilidades contribuem, resultando em

dp(6) _ D dp(x|6) ).

50 59 (2.49)

Como p(0) e dp(8)/06 sdo diagonais na mesma base, o operador logaritmico simétrico

também € diagonal, podendo ser escrito como

B 1 dp(x|6)
L(,_;p(xw) a5 ol (2.50)

Substituindo essa expressao na definicao da Informagao de Fisher Quantica e considerando

0 caso em que a matriz densidade € diagonal na base |x), obtém-se

1 apx1o) |’
F = 2.51
2(0) Ex]p(xm [P(x|9) " (2.51)
Portanto,
1 (9p(x10)\*
F, = i 2.52
o®= ¥t | oo 2
Como
0ln p(x|0) 1 Jdp(x|0)
= 2.
00 p(xle) 06 2.53)
a expressdo anterior pode ser reescrita como
~ a1 p(x]0)\
F(0) = Zx:p(xw) (T . (2.54)

Quando o parametro # modifica apenas as probabilidades de ocupacao dos estados, sem
alterar a base de autoestados da matriz densidade, a Informacao de Fisher Quantica reduz-se a

contribuicao cldssica associada a distribui¢ao dessas probabilidades.
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Fisicamente, essa quantidade mede a sensibilidade da distribuicdo de probabilidades
em relacdo a pequenas variagdes do pardmetro §. Quanto maior o valor de F(6), maior € a
capacidade de estimar esse parametro com precisao a partir das observagdes experimentais.

Além de sua relevancia em metrologia quantica, a Informacao de Fisher Quantica tem sido
amplamente empregada como indicador de correlagdes quanticas e efeitos coletivos em sistemas
de muitos corpos (Giovannetti; Lloyd; Maccone, 2011), na interpretagdo que a Informacao de
Fisher Quantica atua como testemunha do emaranhamento multipartido, quando € definida em
relacdo a geradores coletivos e comparada aos limites correspondentes a estados separdveis ou k
produtiveis (Hauke ef al., 2016; Mathew et al., 2020; Pezze et al., 2018).
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3 MODELAGEM DO ACOPLAMENTO MAGNETOELASTICO

Os fundamentos fisicos do modelo de Heisenberg XXZ para dimeros de spin 1/2 foram
apresentados na Secdo 2.1. Aqui, utilizaremos diretamente esse formalismo para construir o

Hamiltoniano magnetoeldstico efetivo.

3.1 Dimero de Heisenberg

A Figura 3.1 ilustra o sistema fisico investigado, composto por dois spins (1/2) acoplados
por uma interacao de troca dependente da distancia relativa entre os {ons magnéticos. O par estd

>
exposto a um campo magnético externo B.

Figura 3.1 — Dimero de spin %, com 9 (r) representando a interagdo de troca, ry a distincia de equilibrio,
eBo campo magnético que age na direcio z

Fonte: Autor.

Nessa situacdo, a distancia que separa os dois spins é dada por ry, de forma que
ela representa uma situacao de equilibrio entre os spins (resultante nula de forcas). Assim,
descrevemos os atomos a € b como os possuidores dos spins de Heisenberg, e ambos realizam
pequenas oscilacdes em torno de suas posicdes de equilibrio, que podem ser descritas como 7, €
rp, respectivamente. O movimento do eixo do dimero € restrito, e uma quantidade escalar r é
definida de forma que ro + r representa uma distancia instantanea dos spins, € r = 0 representa a
posicao de equilibrio do sistema.

Aqui, usamos essa descricao para exemplificar varios compostos magnéticos, incluindo
dimeros a base de cobre (Kageyama et al., 1999; Miyahara; Ueda, 2003; Nojiri et al., 1999),
como (NHy),CuPO4.H>0, bem como magnetos quanticos de dimeros mais complexos. Nesses
sistemas, a interacao de troca interna justifica o uso de aproximacgdo de dimero isolado, enquanto

extensoes anisotropicas do modelo sdo relevantes para compostos de terras raras, como Y b, Sir O7.

3.2 Hamiltonianas do sistema

A hamiltoniana que descreve o comportamento da energia do sistema € dada por:

H = HP 4 q{me), (3.1
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onde H® corresponde a energia da parte vibracional (fonons), e H{(™® corresponde 2 energia

da parte magnetoeldstica. A seguir, descrevemos o significado de cada hamiltoniana.

3.2.1 Contribuicao fonénica

A parte fondnica do sistema representa tudo o que pode estar relacionado a vibracao
dos dtomos em torno de suas posi¢des de equilibrio r, e r,. Podemos aqui descrever que as
vibracdes devem ser quantizadas, ou seja, descritas como fonons, particulas associadas aos

modos vibracionais da rede cristalina (Kittel, 1996).

O Hamiltoniano da parte fonOnica descreve a energia associada as vibragdes dos dtomos
no sistema. No caso do dimero de Heisenberg com acoplamento magnetoeldstico, o hamiltoniano
fononico modela os movimentos harmonicos dos dtomos em torno de suas posicdes de equilibrio,

tratando-os como um oscilador quantico. Aqui, o hamiltoniano fondnico € representado por:

H = om a2 (32)

onde p, e pp representam operadores momento candnicos associados aos deslocamentos dos
fons magnéticos, que possuem massa idéntica m, e sao os entes fisicos que interpretam a energia
cinética dos dtomos. Ja r = |r, — rp| representa a distancia instantdnea entre os 4tomos, e k

representa a constante eldstica, de forma que %rz

caracteriza as interagOes interatdmicas que
ocorrem entre os dois 4tomos em nivel eldstico, e que sdo responsdveis em parte pelo movimento

oscilatério minimo em torno da posi¢do de equilibrio.

3.2.2 Contribuicao magnetoelastica

Ja na parte magnetoeldstica, devemos primeiramente diagonalizar a hamiltoniana a fim de
obter uma expressao final. Para isso, o primeiro passo € entender a funcionalidade dos parametros

de troca 9, e J;. Além do mais, € preciso também reescrever os operadores escada em funcao
de S*e §”.

3.2.2.1 Acoplamento magnetoeléastico

Os termos 9 e J; sao definidos como parametros de troca magnética que descrevem as
interacdes entre os spins S, € S; no dimero de Heisenberg. De fato, eles definem como os spins
se acoplam nas diferentes dire¢des. Aqui, J; € responsavel pelas interacoes de troca no plano
XY, onde os spins viram no plano, se alinhando paralelamente ou antiparalelamente a ele. De
forma semelhante, .7;, também conhecido como interacdo de troca Ising, € responsével pelas

interacoes dos spins ao eixo z, alinhando os spins de forma paralela ou antiparalela a ele.
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A dependéncia da interacao de troca com o deslocamento relativo r reflete o acoplamento
entre os graus de liberdade magnéticos e vibracionais do dimero. Como consequéncia, as
oscilagdes da rede modificam os parametros de troca, enquanto o estado magnético influencia a
dinamica vibracional do sistema. Essa interdependéncia conduz a uma renormalizagdo da rigidez
efetiva do modo vibracional e, consequentemente, das frequéncias associadas a0 movimento
relativo dos fons. Dessa forma, o modelo captura de maneira consistente os efeitos do acoplamento
magnetoeldstico sobre o espectro energético e as propriedades fisicas do sistema.

Para situacdes de pequenas oscilacdes, a dependéncia pode ser expandida em série de
Taylor em torno da posi¢do de equilibrio, até a segunda ordem, assumindo a forma:

2
e = =y + %;»2 +0(7),a =x,2. (3.3)

Nessa expressdo, o termo linear em r representa a contribui¢ao magnetoeldstica de primeira
ordem, enquanto o termo proporcional a r> corresponde a correcio quadratica considerada neste
trabalho. As contribuicdes ctibicas e de ordens superiores, reunidas em O(r>), sdo desprezadas
no regime de pequenas oscilagdes.

Essa truncagem € vdlida desde que a amplitude tipica do deslocamento relativo satisfaca
a condi¢ao y,Ar < 1, conforme discutido na Secao 2.2.3. Como as flutuagdes vibracionais
dependem do setor de spin e da temperatura, a consisténcia dessa aproximacao serd posteriormente

expressa por meio de um parametro adimensional de controle.

3.2.2.2 Construcao da Hamiltoniana magnetoelastica

Sabendo que os operadores de criacdo e aniquilacdo sdo definidos, respectivamente, por

ST =S8y +iSy, S =S8,-iS,, (3.4)
os operadores Sy e Sy sdo isolados, de forma que:

ST+ S ST -5
I
O Hamiltoniano de Heisenberg para dois spins interagentes, dado pela equacgao 2.11,

S, (3.5)

pode ser reescrito, para o caso anisotropico, da forma

HP(r) = = Fe(r)(STS5 + 8783) — T2 (r)S3S5 — gupB(SS + 53). (3.6)
Em funcdo dos operadores de criagdo/aniquilagdo, o hamiltoniano magnetoeldstico fica:
Jx(r)

2
Aqui, o termo gugB (S} + §;) € conhecido como Termo de Zeeman, que em quantica,

H™ () = — (STS5 +575%) — Fo(r)S3S% — gupB(S% + 55). (3.7)

descreve a interacdo entre um momento magnético intrinseco de um sistema quéntico (como um

atomo ou molécula) a um campo magnético externo (/), alinhando os spins paralelamente ou
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antiparalelamente ao campo externo, evidenciando o cardter anisotropico das interacdes entre as

componentes tridimensionais dos spins.

3.3 Diagonalizacio dos Hamiltonianos

E necessirio que a diagonalizaco dos hamiltonianos fondnico e magnetoeldstico seja feita
separadamente, para possibilitar, de uma forma geral, a determinac¢io dos possiveis autovalores,
entender como os spins se alinham e simplificar o estudo para posterior andlise. A diagonalizagdo
permite identificar os autoestados e autovalores associados as diferentes contribuicdes do sistema
— magnética e vibracional — tornando possivel o estudo independente das energias e a obtencao

de expressoes analiticas para a fungdo de particao.

3.3.1 Diagonalizacao da parte magnetoelastica

Os operadores atuam no espaco de Hilbert, dimensdo 4. Para dois spins %, a combinacao
dos autoestados de S, produz os estados {|TT), [T]), [LT), |Ll)}. Os autovetores correspondentes

do Hamiltoniano sdo expressos como:

[61) = [++4)

162) = %<|+—> b 1)),

163) = %<|+—> ),

[¢a) = [--). (3.8)

Os autovetores representam os estados quanticos fundamentais do dimero, dentro do
contexto do acoplamento magnetoeldstico. Nos estados 1 e 4 hd alinhamento dos spins
(ferromagnéticos), enquanto nos estados 2 e 3 hd uma superposi¢do de spins antiparalelos.
De fato, os estados |¢,) e |¢3) formam combinagdes simétricas e antissimétricas dos estados
|+—) e |-+), correspondendo as configuracdes de tripleto e singleto, respectivamente. Essa
distincdo é fundamental para compreender o acoplamento com os modos fondnicos e as
transi¢cdes energéticas subsequentes. Essas sdo, portanto, as configuracdes possiveis do dimero,
considerando o acoplamento (representado por J e J;).

Nessa base de autoestados, o Hamiltoniano magnetoeldstico € diagonal. Assim, o efeito do
deslocamento relativo entra diretamente nos autovalores do sistema, mostrando que as vibracdes
do dimero ndo alteram a estrutura dos autoestados de spin, mas modificam os niveis de energia
por meio da dependéncia dos acoplamentos de troca com a distancia entre os spins. Logo, cada
configuracdo de spin passa a responder de forma distinta as flutuacdes estruturais, estabelecendo
o vinculo entre a dinamica vibracional e as propriedades magnéticas do dimero. Logo, os

autovalores sdao dados por:
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2

J 04
E\(r) === (1 = y;r + Z2r%) — guspB,
4 2
J 2 J
&m=ia—nwl%%~luﬂw+—w
4 2 2
5 3.9
J; v J
Es(r) = Zz(l—yzr+?r2)+ zx(l—yxr+—r ),
2

J 04
E4(r) = —f (1—y.r+ frz) + gupB.

Assim, expandindo a energia para uma segunda ordem, por meio da expansiao demonstrada
pela equacgdo 3.3, os autovalores do hamiltoniano magnetoeldstico passam a depender apenas da

coordenada da posi¢do, e ndo do deslocamento em si, conforme a expressao:

Hj = e\ —rell 4122, (3.10)
onde j = 1,2, 3,4 significa o nimero de autoestados possiveis do sistema de dois spins acoplados.

Assim, os autovalores de e( )

0 _Jz_Jx
2 T4
©_J: Jx
3T 4T
o —%+g,¢33. (3.11)

Esses autovalores descrevem o sistema sem acoplamento com as vibragdes atomicas. Da
mesma forma, no segundo termo da Hamiltoniana re( ), realizando a correcdo linear de primeira
ordem, temos:

n_ Iz

el - _ZYZ’

m _Jz Jx
2 =T

m _Jz Jx
SIS

an_ Iz
o) = —Ziy (3.12)

Na priética, eles representam corre¢des vibracionais aos niveis de energia magnéticos,
devido ao acoplamento. Da mesma forma, para o tltimo termo da hamiltoniana, onde hd uma
correcdo de segunda ordem, temos:
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(2) U
¢ gzyz,
o J J
o)) =2yl - T
oy J J
e =20+ Tk
@ __Jzp0 3.13
e4 - §7z ( . )

. 1 2 . . N . ,
Os coeficientes eﬁ. Je el quantificam a influéncia do deslocamento relativo do dimero

J
. . . 1 ~ .
sobre a energia de cada setor de spin. Enquanto os termos lineares eﬁ. ) estio associados

ao deslocamento da posi¢ao de equilibrio do potencial efetivo, os coeficientes quadraticos
(2
¢

)

contribuem para a modificacdo da rigidez vibracional do sistema. Como consequéncia,
diferentes configuracdes magnéticas passam a ser acompanhadas por diferentes potenciais
efetivos, estabelecendo o acoplamento entre os graus de liberdade de spin e de vibracdo que
caracteriza o modelo magnetoeldstico. Assim, essa expansio constitui um procedimento que é
amplamente empregado em modelos magnetoeldsticos para descrever a dependéncia da interagdo
com o deslocamento relativo entre os spins, permitindo obter uma forma analitica aproximada do
Hamiltoniano magnetoeldstico e identificar as corre¢des energéticas induzidas pelo deslocamento

relativo (Henriques; Salinas, 1987; Massimino; Diep, 2000; Boubcheur; Massimino; Diep, 2001).

3.3.2 Diagonalizacao da parte fononica

A anélise da dindmica vibracional do dimero é simplificada mediante a introdugdo de
coordenadas coletivas associadas a0 movimento do sistema. Em particular, a descricdo em
termos das coordenadas de centro de massa e de movimento relativo permite separar os diferentes
graus de liberdade mecanicos, isolando a contribui¢do vibracional diretamente envolvida no
acoplamento magnetoeldstico. Dessa forma, a diagonalizagdo da parte fondnica pode ser realizada
de maneira mais conveniente por meio de uma transformagao candnica das coordenadas de
posi¢ao e momento.

A transformacao candnica das novas coordenadas de posi¢do 7 € de momento p produz:

r= %(Ya‘i‘rb), r= %(ra_rb),

(3.149)
p = L( +Pp) = L( - Pn)
P NG Pa + Pb), P NG Pa — Pb).

(3.15)

Assim, podemos definir ry, rp, pa € Pp €m termos das novas coordenadas:
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f+rr f—rp [5+pp p—p
—, b: b = 7b:—‘
V2 V2 V2 V2

A partir do Hamiltoniano fondnico original 3.2, substituem-se entdo os parametros pa, Pp

r, = (3.16)

e ry — Iy, de forma que a parte cinética do Hamiltoniano se torna:

PPy’ _ (F+p)’+ (P-p)P 200+ _ P P

2m 4m 4m 2m  2m’

De forma analoga, podemos escrever (r, — rp)> = 2r2, e assim a parte potencial da

equagdo se torna & - 2r? = kr2.

(3.17)

Supondo que o sistema esteja rigidamente acoplado a rede cristalina, o movimento do
centro de massa pode ser desconsiderado, uma vez que ele nao altera a distancia relativa entre os
ions e, consequentemente, ndo contribui para o acoplamento magnetoelastico. Dessa forma, a
dinamica vibracional relevante passa a ser descrita exclusivamente pela coordenada relativa r e
por seu momento conjugado p.

Nessas condi¢des, o Hamiltoniano fononico reduz-se ao de um oscilador harmonico

unidimensional associado ao movimento relativo do dimero,

2
p K 2
Hy,, = —+ =r°, 3.18
ph 2m+2r ( )

onde k representa a constante eldstica do potencial harmodnico associado a0 movimento relativo
entre os dois fons.

Por outro lado, apés a diagonalizacdo do setor de spin e a expansao magnetoeldstica
até segunda ordem em r, cada estado de spin j passa a estar associado a correcdes de energia
dependentes do deslocamento relativo. Somando essas contribui¢des a parte vibracional,
obtém-se

2
0 1 2.2 p K 2
?{j:ei()—rej()+r ei()+%+§”’ (3.19)

Os termos quadraticos em r provenientes da energia eldstica e da expansdo magnetoeldstica
podem ser reunidos em uma Unica contribui¢ao,
K 2 2(%_1( m)z
2r +roe; =5 K+2ej re. (3.20)

Define-se, entdo, uma constante eldstica efetiva dependente da fase/setor de spin,

K;=x+2% >0 (3.21)

A condi¢do K; > 0 assegura a estabilidade do potencial efetivo em cada setor de spin.
Entretanto, essa condi¢ao, por si s6, ndo garante a validade da expansao quadratica. Também
€ necessario que os deslocamentos relativos permanecam suficientemente pequenos, hipotese

cuja verificagc@o serd discutida posteriormente, quando forem introduzidas as médias térmicas do
2)
J

atuam como corregdes a rigidez vibracional do sistema, reproduzindo explicitamente o mecanismo

deslocamento. Observa-se que os coeficientes ¢~ provenientes da expansdao magnetoelastica
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de renormalizacdo da constante eldstica, que ja foi discutido na Se¢do 2.3.3. Com isso, o

Hamiltoniano pode ser reescrito como

2 K.
_pP R () (0)
7’(—2m+2r e rte;, (3.22)

Assim, os termos dependentes da coordenada relativa r podem ser reorganizados por meio

do procedimento de completacdo de quadrados. Inicialmente, fatora-se o coeficiente quadratico,

(1)

K; K; ¢

2 M., _ ]2 J
> re—e; r——2 r —Z—Kj . (3.23)

Em seguida, utiliza-se a identidade algébrica

a’> = 2ab = (a - b)* - b,

obtendo
1 1)\?2 1)\?2
K, &1 k|l ') (¢
—|\rr-2—=—r|l=—lr—-—=—\ - | = . (3.24)
2 K; 2 K; K;
Portanto,
2
(1)\?2 (1)
Ki, o _K; ¢ (ef )
Lt W= - L | - 3.25
R AN 2K (5-25)
Introduzindo a coordenada relativa deslocada
X0
F=r——, (3.26)

K.
J
o potencial passa a ser descrito em torno da nova posicao de equilibrio, deslocada pelo acoplamento
magnetoeléstico.
Finalmente, chegamos a nova expressao do Hamiltoniano total, dada por:
(1y2
2 , .
7—{.:p_+&f2+e(0)_u
T om 2 J 2K;

Dessa forma, cada setor de spin j pode ser interpretado como um oscilador harmoénico

(3.27)

efetivo com constante eldstica renormalizada K ;. Essa renormaliza¢gdo modifica a frequéncia
vibracional associada a cada configuracao magnética, fazendo com que diferentes estados de
spin sejam acompanhados por diferentes espectros vibracionais. Essa caracteristica constitui
uma das principais consequéncias do acoplamento magnetoeldstico presente no modelo.
Percebe-se, também, que o acoplamento mag(r:etoeléstico modifica o espectro do sistema
10y2
de duas maneiras: por meio da correcao estdtica _2JTJ que desloca os niveis magnéticos, e por

meio da frequéncia w;, que passa a depender da configuragdo de spin.
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Desse modo, define-se a energia magnética renormalizada

o _ &

€ =¢; — W (3.28)

A quantidade €; representa a energia efetiva associada a cada setor de spin apds a
renormalizac@o induzida pelo acoplamento magnetoeldstico. Como €; depende explicitamente
do indice j, diferentes configuracdes magnéticas passam a apresentar distintos deslocamentos de
energia, modificando os intervalos entre os autoestados do sistema. Consequentemente, tanto as
populagdes térmicas quanto as propriedades correlacionais passam a refletir a influéncia conjunta
dos graus de liberdade magnéticos e vibracionais. Além disso, a dependéncia da frequéncia
efetiva w; com o setor de spin evidencia que cada configuracao magnética estd associada a uma
estrutura vibracional prépria, caracterizando o acoplamento entre as dinamicas de spin e de

vibracdo no dimero.

3.3.2.1 Operadores bosonicos

Apés a diagonalizacdo da parte fondnica e a introduc¢do da coordenada relativa deslocada
7, cada setor de spin j passa a ser descrito por um oscilador harmonico efetivo. A presenca
da correcao quadritica modifica a rigidez vibracional do sistema. Desta forma, para um dado

autoestado de Spin |¢ J->, o Hamiltoniano efetivo pode ser escrito como

2 K.
p 72
7‘{1' = % + 71’ + €, (329)
emque K; =k + 2e;.2) € a constante eldstica efetiva associada ao setor de spin j, e
(1y2
=0 S (3.30)
o 2K;

representa a energia efetiva associada ao setor de spin j apds a incorporagdo dos efeitos do
acoplamento magnetoeldstico. Como consequéncia, as energias dos estados fundamentais
tornam-se dependentes dos parametros magnetoeldsticos do modelo, alterando as condi¢des de
estabilidade das diferentes fases magnéticas. Um exemplo desse efeito € apresentado na Figura
3.2, que mostra o diagrama de fases em temperatura nula para diferentes valores dos parametros
Key.

Observa-se que a inclusdo das contribui¢cdes magnetoeldsticas modifica a posicao da
fronteira entre a fase de dimero emaranhado (ED) e a fase totalmente polarizada (FP) tanto para
k = 4 como para k = 8, evidenciando a influéncia do acoplamento entre os graus de liberdade
magnéticos e vibracionais.

A condi¢do K; > 0 deve ser satisfeita para garantir que o potencial efetivo permaneca
confinante, e que a aproximacgao harmonica seja fisicamente valida. A frequéncia vibracional

a esse oscilador efetivo deixa de ser tnica para todo o sistema, e passa a depender do setor de
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Figura 3.2 — Diagramas de fases em temperatura nula no plano B/upg versus J, para J, = —1,
comparando duas constantes eldsticas, k = 4 e k = 8, e valores de y conforme a legenda,
onde as linhas tracejadas indicam a contribui¢cdo magnetoeldstica linear, e as continuas
incorporam as contribuicdes linear e quadratica.

1.14 11

1.0

0.9

FP

— . 084

0.7+

ED
0.6+

0.5+¢ . ‘ . .

Fonte: Autor.

spin, sendo dada pela equacao 3.30. Dessa forma, o acoplamento magnetoeldstico ndo apenas
desloca a posicdo de equilibrio do oscilador, mas também renormaliza a frequéncia vibracional.
Esse ponto € essencial para a nova formulacao, pois mostra que o grau de liberdade fononico ndo
contribui apenas como um fator multiplicativo comum, mas participa da redistribui¢cao térmica
dos estados do dimero. Como o Hamiltoniano efetivo possui exatamente a forma de um oscilador
harmonico quintico, identifica-se a frequéncia vibracional efetiva associada ao setor de spin j
como
K;
wj =/—. (3.31)

m
Assim, para quantizar o modo vibracional a cada setor j, sdo introduzidos os operadores

bosodnicos b e b; que representam, respectivamente, os operadores de aniquilagdo e criacio de
quanta vibracionais no oscilador efetivo correspondente ao setor de spin |¢ j>. Esses operadores
satisfazem a relacdo de comutacdo bosdnica ja explicitada na equagdo 2.22. A coordenada

relativa deslocada e o momento conjugado podem entdo ser escritos como

h st —'\/mh“’f bt b 332
mej(j+ j)’ p=1 T(J_ j)~ ( )

Essas expressoes sdo escolhidas de modo que preservem a relacdo candnica entre a

coordenada e momento, e permitam reescrever o Hamiltoniano vibracional na forma diagonal.
Substituindo essas defini¢des na parte fondnica efetiva,
2 .
p K;

Ho=P R 3.33
P = T (3.33)
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obtém-se inicialmente

2 hew :
p Wj .+ 2
L =2 (p' - b; .34
L L) b)), (3.34)
© K K h
J =2 J i
—7c=—=[—(b;+b)]. 3.35
2 ’ 2 [2mwj( it J)] ( )

K.
onde fazendo w? = Wj’ teremos:

K; hw;
7’# = Tf(bj +bjhH2. (3.36)

Assim, o hamiltoniano se torna

ha)j

hw
H;, = _T(b} ~ b))+ T’(bj +b1). (3.37)

Fazendo a expansao dos quadrados, e substituindo as expressdes no Hamiltoniano, os

termos b? e (b;)2 se cancelam, onde o Hamiltoniano passa a se tornar:

ha)j

7‘{J.’P = 2

(Db +b;b), (3.38)

forma na qual podemos nos utilizar da relacdo de comutacdo bosdnica 2.22, o Hamiltoniano se

torna:
Hjp=—-(2b;b; +1). (3.39)

A partir dai, definimos o operador nimero 7 = bj.b j» obtém-se a forma diagonal do

Hamiltoniano fononico efetivo:
1
Wj,p =€ + hwj(rfj + 5) (340)

Dessa forma, os autovalores do sistema magnetoeldstico, conjugando o setores de spin e
vibracional, sdo dados por:
1
Ejpn=€ +hwj(n+ E) (3.41)

Com j =1,2,3,4,en =0,1,2, esse resultado ajusta uma configuragdo tnica do spin
para uma unica frequéncia vibracional w;, determinada pela rigidez efetiva K;. Assim, o
acomplamento magnetoeldstico modifica tanto niveis magnéticos renormalizados €; quanto a

contribuicdo vibracional associada a cada setor.
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4 PROPRIEDADES TERMODINAMICAS E
PROPRIEDADES MAGNETOELASTICAS

Nesta secdo sdo investigadas as propriedades térmicas, vibracionais e quanticas do
dimero magnetoeldstico a partir do espectro efetivo obtido na Secdo 3. A fungdo de particao é
construida considerando explicitamente as frequéncias vibracionais dependentes do setor de spin,
permitindo analisar a redistribui¢@o térmica das populagdes, os deslocamentos magnetoeldsticos,

as flutuacdes vibracionais e as correlagdes quanticas do sistema.

4.1 Funcao de particao e operador densidade reduzido

Conforme discutido na Secdo 2.4.2, a fun¢do de parti¢ao constitui a grandeza fundamental
da descricao estatistica no ensemble candnico. Nesta etapa, seu papel consiste em incorporar o
espectro efetivo obtido na Se¢do 3, no qual cada setor de spin passa a estar associado a uma energia
renormalizada €; e a uma frequéncia vibracional efetiva w ;. Como essas quantidades dependem
de forma explicita do setor de spin, a funcao de particdo deixa de admitir uma separagdo entre
contribuicdes puramente magnéticas e vibracionais, sendo construida diretamente a partir do
espectro completo do Hamiltoniano efetivo.

No ensemble candnico, ela € definida como o traco da exponencial de Boltzmann sobre

todos os estados acessiveis, sendo dada por:

Z=Tr (e-ﬂﬂ) : (4.1)

onde 8 = kBLT com kp representando a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta.
Apo6s a diagonalizacdo da parte magnetoeldstica e da parte vibracional, os estados do

sistema passam a ser rotulados por dois indices: o indice j, associado ao setor de spin |¢;), e 0

indice n, correspondente ao nimero quantico vibracional do oscilador efetivo associado aquele

setor. Dessa forma, os estados proprios do Hamiltoniano total podem ser escritos como:

|¢j.nj) =1¢;) ®|n;j). (4.2)
Como o sistema encontra-se em equilibrio térmico, sua descricao estatistica € realizada
por meio do operador densidade candnico. Utilizando a base completa formada pelos autoestados
compostos |¢;, n;), o operador densidade térmico total pode ser escrito como
4
poc= ) D Pialesni) e nl, (4.3)
=1 n=0

j=ln
em que P, , representa a probabilidade conjunta de ocupag@o do autoestado |¢;) e do nivel

vibracional |n;). No ensemble candnico, essa probabilidade é dada por
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e_:BE Jj.n
Z b
onde E; , corresponde ao espectro energético do Hamiltoniano efetivo. Recordando os resultados

Pj,=

4.4)

obtidos na Secdo 3.3.2, os autovalores do Hamiltoniano efetivo podem ser escritos como:

1
Ej,n:8j+fw)j (n+§), (45)
onde
o 14
gi=e. — , 4.6)
e 2K
e
K
wj=1—, 4.7)
m
com
Kj=k+2e. (4.8)

Observa-se que a frequéncia vibracional deixa de ser Unica para todos os setores de spin.
Assim, cada autoestado magnético passa a possuir sua propria frequéncia vibracional efetiva.

Substituindo os autovalores na defini¢do da funcdo de parti¢do, obtém-se:

z= 24] S et (4.9)
j=1 n=0
Logo,
2= 3 elberstos )] (4.10)
j=1 n=0

Separando os termos dependentes de j daqueles dependentes de n, a expressdo torna-se:

z=> ety ¢ Bhwj(n+3) (4.11)

j=1 n=0

A soma sobre os niveis vibracionais corresponde a fungdo de particao de um oscilador

harmonico quantico com frequéncia w;. Assim,

(o)

Z e Bhoj(n+3) — e_@ Z (e_Bh‘”f)n. (4.12)

n=0 n=0
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Como a série acima € geométrica, utiliza-se:

= 1
Zx" =— <1, (4.13)
1-x
n=0
com
x = ‘ﬁh“’f, (4.14)
obtendo-se:
00 _Bhwj
—ﬁhwl(n+l) _ e 2
Zée ) = (4.15)
n:

Multiplicando numerador e denominador por ¢#7“i/2 chega-se a:

_ﬁhu}j 1
e 2
1 - e—ﬁfﬂuj = Bhw; Bhw; (416)
e 2z —e 2

Utilizando a identidade hiperbdlica 2 sinh(x) = e* — e™, a contribui¢do vibracional pode ser

escrita como:

Z () I S (4.17)
=0 2 sinh (@)

Portanto, a funcao de parti¢do total do dimero magnetoeldstico assume a forma:

4 e PE;
Z= _ (4.18)
j=1 2sinh (BTM’)

A equacgdo 4.18 evidencia que cada setor de spin contribui para a funcao de parti¢do por
meio de sua energia renormalizada €; e de sua frequéncia vibracional efetiva w;. Como essas
grandezas dependem explicitamente do setor de spin, conclui-se que, em geral, as frequéncias
vibracionais associadas aos diferentes autoestados ndo coincidem.

Essa dependéncia impede que a contribui¢do vibracional seja fatorada da contribui¢ao
magnética na funcdo de particio. Em consequéncia, cada setor de spin deve ser tratado
individualmente, contribuindo de forma independente para a termodindmica do sistema. Assim,

a func¢do de particdao pode ser escrita como

z=Y) 7, (4.19)
j=1
onde
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z e (4.20)
I T [ ahe )
2sinh (%52
A populacdo térmica associada a cada setor de spin € entdo dada por:
Z; e Pej
pj=—2 (4.21)

Z  2Zsinh (%)

Observa-se que as populagdes térmicas descritas pela equacao 4.21 obedecem a distribui-
¢ao de Boltzmann do ensemble candnico, refletindo a competi¢do entre energia e temperatura
na ocupagdo dos diferentes setores de spin (Reif, 2009; Pathria; Beale, 2011). No presente
modelo, essa distribui¢do passa a depender simultaneamente das energias renormalizadas &;
e das frequéncias vibracionais w, constituindo 0 mecanismo microscopico responsédvel pelas
propriedades discutidas nas se¢des seguintes. Em particular, deslocamento médio, flutuagdes
vibracionais, concorréncia térmica, Incerteza Quantica Local e Informacao de Fisher passam a
ser determinados pela redistribuicao térmica dessas populagdes.

A probabilidade conjunta de ocupagio do estado |¢;,n;) pode ser escrita como:

Pin= %e—ﬁ(ej+hwj(n+%)) (4.22)

Somando-se sobre todos os niveis vibracionais, recupera-se a populagado efetiva do setor

de spin:
pi= Pin (4.23)

A matriz densidade reduzida do setor magnético pode entdo ser construida tracando-se os

graus de liberdade vibracionais:

4
P =Truip (Pror) = ), pj16,)(@)]. (4.24)

J=1

Dessa forma, todas as propriedades térmicas e medidas de correlacdo quantica — como
magnetizacao, suscetibilidade magnética, concorréncia, LQU e Informacdo de Fisher — passam
a depender diretamente das populagdes t€rmicas p;, as quais incorporam simultaneamente
os efeitos magnéticos e vibracionais induzidos pelo acoplamento magnetoelastico de segunda

ordem.

4.2 Deslocamento magnetoelastico e redistribuicao térmica

As populagdes térmicas obtidas a partir da fun¢do de parti¢cao permitem calcular de forma

direta o deslocamento médio relativo entre os fons e as flutuagdes vibracionais do dimero. Essas
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grandezas fornecem uma descri¢do microscopica da resposta magnetoeldstica do sistema em
equilibrio térmico.

A média térmica do deslocamento relativo pode ser escrita na forma:

(r) = ip u? (4.25)
=N pa _
=R

(1)
J
coeficiente linear da expansdo magnetoeldstica e K; € a constante eldstica efetiva do respectivo

onde p; representa a populacio térmica associada ao setor de spin j, e’ corresponde ao
setor. Essa expressao mostra que o deslocamento médio nao depende apenas da intensidade do
acoplamento magnetoeléstico, mas também da redistribui¢do térmica induzida pela temperatura
e pelo campo magnético externo.

Fisicamente, o termo eﬁ.l) /K representa a posicdo de equilibrio deslocada do oscilador
efetivo associado ao setor de spin j. Dessa forma, diferentes configuragdes magnéticas tendem a
favorecer diferentes deformacdes estruturais do dimero. Em consequéncia, o valor médio de (r)
pode ser interpretado como uma média ponderada das deformacdes locais produzidas por cada
setor de spin.

A andlise do deslocamento térmico médio permite comparar a resposta estrutural do
dimero nos regimes totalmente polarizado (FP) e de dimero emaranhado (ED), conforme
apresentado na figura 3.2. Em baixas temperaturas, (r) é determinado predominantemente
pelo setor de spin que constitui o estado fundamental. Com o aumento da temperatura, a
ocupacdo térmica de estados excitados redistribui as populagdes entre os diferentes setores de
spin, modificando progressivamente o deslocamento médio. Esse efeito € mais pronunciado no
regime ED, devido a menor separacio energética entre os estados concorrentes.

Além do deslocamento médio, também € importante analisar as flutuacoes térmicas
associadas ao movimento relativo do dimero. Essas flutuacdes podem ser caracterizadas pelo

desvio padrao da coordenada relativa:

Ar = {2y — (r)2. (4.26)

A grandeza Ar mede a amplitude efetiva das oscila¢des vibracionais em torno da posi¢do
de equilibrio. Em baixas temperaturas, essas flutuagdes sdo dominadas pelas contribui¢des
quanticas do estado fundamental do oscilador harmdnico efetivo, permanecendo finitas mesmo

na auséncia de excitacoes térmicas devido as flutuagdes de ponto zero.
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Figura 4.1 — Deslocamento médio (r) e desvio padrdo Ar em funcdo da temperatura 7, para J, = 1 e
J, = —1, considerando diferentes valores de y. Os painéis (a,c) correspondema B/ugg = 1.1,
enquanto os painéis (b,d) correspondem a B/upg = 0.9. As curvas tracejadas correspondem
a contribuicdo magnetoeldstica linear, enquanto as curvas continuas incluem também a
corre¢do quadratica.

0,024
it
—{1.0)24
S —0.044 s
~ —0.067
—0.08 ¥ e
---- 02 — 0.2
—1 10 - 04 —_— 04
e O — 06
—0.124 0g 0.8 —{1.] 74
02 0% 0 LU 13 02 04 06 08 1.0 1.2
.J,. T
0.7 0.7
{c) (d)
0,61 1,69
0,54 ,.--""""H_ 0.59 P
< L __,_i-f""f A 44 B
n__:a’_—_‘/.,-""' :].3~-_-_/
0,24 0.4
_.______,___-—-—-—'_- ‘_-_._._'_____._.._.-
D2 04 06 08 L0 12 D2 04 06 0% 10 12
r T

Fonte: Autor.

O comportamento descrito pela equacgao 4.25 € ilustrado na Figura 4.1, que apresenta o
deslocamento médio relativo do dimero em fun¢ao dos parametros do modelo.

A resposta estrutural do sistema reflete a dependéncia das populagdes térmicas em relagdo
as energias renormalizadas e as frequéncias vibracionais efetivas. A medida que a temperatura
aumenta, a ativacao de excitagdes vibracionais intensifica as oscilagdes do dimero e promove a
redistribui¢@o populacional entre os diferentes setores magnéticos, fazendo da temperatura um
agente catalisador dos potenciais vibracionais.

A dependéncia explicita da frequéncia vibracional em relagdo ao setor de spin estabelece
um acoplamento direto entre as propriedades magnéticas e vibracionais do dimero. Em
consequéncia, o comportamento térmico do sistema deixa de ser determinado apenas pelo
espectro magnético, passando também a refletir a renormaliza¢do dindmica introduzida pelo
acoplamento magnetoeldstico.

Além disso, flutuagdes vibracionais podem alterar significativamente a ocupagdo dos
estados emaranhados. Como as energias renormalizadas €; dependem do deslocamento estético

do dimero, o acoplamento magnetoeldstico modifica os intervalos energéticos entre os autoestados.
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Isso produz uma redistribui¢ao térmica nao trivial das populacdes, especialmente em regides
proximas a fronteira entre as fases ED e FP.

Em baixas temperaturas, a maior parte da populagao concentra-se no estado fundamental,
enquanto o aumento da temperatura promove uma redistribuicao progressiva entre os diferentes
setores de spin. Esse efeito torna-se particularmente relevante nas proximidades da fronteira entre
as fases ED e FP, onde pequenas variacdes dos parametros externos modificam significativamente
as populagdes térmicas e, consequentemente, as propriedades magnéticas e vibracionais do
sistema.

Para tornar explicito esse mecanismo de redistribui¢ao térmica, analisa-se o comporta-
mento das populagdes p; em fun¢do da temperatura. Essas populagdes sdo determinadas pelas
energias renormalizadas &; e pelas frequéncias vibracionais efetivas w;, conforme a equagao
4.21. A Figura 4.2 apresenta as populagdes dos quatro setores de spin em fun¢do da temperatura
para dois valores representativos do campo magnético reduzido, localizados em lados opostos da
fronteira entre as fases totalmente polarizada e dimero emaranhado. Em baixas temperaturas,
as populacgdes refletem diretamente a natureza do estado fundamental em cada regime. Para
B/ugg = 1.1, correspondente a regido totalmente polarizada (FP), observa-se o predominio
de um unico setor de spin, cuja populagdo se aproxima da unidade quando 7 — 0. Os demais
estados permanecem praticamente desocupados nesse limite, evidenciando a maior separa¢ao

energética entre o estado fundamental polarizado e os estados excitados.

Figura 4.2 — Populag¢des térmicas p; em fun¢do da temperatura 7', para J, = -1, J, = 1lek = 5. As
curvas tracejadas correspondem a y = 0.4, enquanto as curvas continuas correspondem a
v = 0.8. Os painéis (a) e (b) representam, respectivamente, B/ugg = 1.1 e B/ugg = 0.9.
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Fonte: Autor.

No regime de dimero emaranhado, representado por B/ugg = 0.9, os niveis de menor
energia encontram-se mais préoximos. Como consequéncia, dois setores passam a apresentar

populagdes significativas em uma faixa mais ampla de temperaturas, produzindo uma distribui¢ao
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mais equilibrada entre os estados acessiveis. Esse comportamento evidencia a maior competi¢cdo
energética caracteristica da regido ED.

A medida que a temperatura aumenta, as excitagdes térmicas passam a povoar progres-
sivamente os niveis de maior energia, conduzindo a uma redistribuicdo suave das populacoes
pj- As diferengas entre as curvas obtidas para y = 0.4 e y = 0.8 mostram que 0 acoplamento
magnetoeldstico modifica os intervalos entre as energias renormalizadas €; e, consequentemente,
altera a escala de temperatura na qual os estados excitados se tornam significativamente ocupados.

Esse efeito € particularmente relevante no regime ED, no qual os niveis competidores
permanecem proximos em energia. Nessa regido, pequenas modificacdes produzidas pelo
acoplamento magnetoeldstico podem alterar de forma perceptivel a distribui¢ao das populagoes,
afetando diretamente a ocupacdo dos estados emaranhados e separdveis.

A andlise das populacdes térmicas apresentada na Figura 4.2 evidencia que a redistribui¢@o
estatistica induzida pelo acoplamento magnetoeldstico constitui 0 mecanismo microscopico que
conecta a renormalizagdo do espectro as propriedades termodinamicas e quanticas do dimero. Em
baixas temperaturas, o comportamento do sistema é dominado pelo estado fundamental, enquanto
0 aumento da temperatura promove uma ocupagao progressiva dos estados excitados, alterando a
distribuicao das popula¢des entre os diferentes setores de spin. Como essas populagdes dependem
simultaneamente das energias renormalizadas ¢; e das frequéncias vibracionais efetivas w;,
elas passam a controlar diretamente a resposta magnetoeldstica, as flutuacdes vibracionais, a
concorréncia, a Incerteza Quantica Local e a Informac¢ao de Fisher magnética, estabelecendo a
ligacdo fisica entre a dindmica vibracional e as propriedades quanticas que serdao analisadas na

secdo seguinte.

4.2.1 Critério de validade da aproximacao quadratica

A expansdo da interacdo de troca até a segunda ordem pressupde que os deslocamentos
relativos permanecam pequenos na escala determinada pelos parametros magnetoeldsticos vy,
Entretanto, como o oscilador associado a cada autoestado de spin apresenta uma posi¢ao de
equilibrio e uma frequéncia efetiva proprias, essa condi¢cao deve ser verificada separadamente
nos diferentes setores termicamente ocupados.

No setor de spin j, a amplitude quadratica média condicional do deslocamento relativo, a

temperatura 7', é definida por

<r2>j,T =q; +03(T), (4.27)
em que
e§.”
o 4.28
qj K (4.28)

representa o deslocamento da posi¢do de equilibrio do oscilador associado ao setor j, enquanto
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o (T) = (4.29)

coth (ﬁhzwj )

2mw j
corresponde a variancia térmica das flutuacdes vibracionais nesse setor. Portanto, <r2>j,T
incorpora simultaneamente o deslocamento da posi¢ao de equilibrio e a largura das flutuagdes
quanticas e térmicas do oscilador efetivo.

A validade da expansdo magnetoeldstica deve ser verificada em cada setor de spin que
apresente populacado térmica aprecidvel. Para isso, define-se o pardmetro adimensional de

controle

nUquyhnA(ﬂm*, @=x,z. (4.30)

Substituindo a equagdo 4.27 na defini¢ao anterior, o parametro de controle pode ser escrito

explicitamente como

n(1) =max {lyolJa? + 2D}, a=xz @31)
J.@

Essa forma explicita que o critério de validade da expansdo deve considerar simultanea-
mente o deslocamento da posi¢do de equilibrio do oscilador, representado por g, € a amplitude
das flutuacdes quanticas e térmicas, descrita por o; (7). A maximizagio € realizada sobre os
canais de troca @ = x, z € sobre os setores de spin j termicamente relevantes, de modo que n(T)
caracterize a maior escala adimensional de deslocamento explorada pelo sistema. O uso de |y,|
torna esse critério sensivel a magnitude do acoplamento magnetoeldstico, independentemente do
sinal de y,.

A aproximagdo quadrética é autoconsistente quando

n(T) <1 e K; >0, (4.32)

para todos os setores termicamente relevantes.

As duas condi¢des possuem significados complementares. A desigualdade K; > 0

assegura que o potencial harmOnico efetivo seja confinante e que a frequéncia w; = \/g seja
real. Por sua vez, a condicdo n(7T) < 1 estabelece o regime de pequenos deslocamentos no
qual o truncamento da expansdao magnetoeldstica em segunda ordem € autoconsistente. Nesse
regime, espera-se que as contribui¢des de ordem superior em 7y, r, ndo incluidas na aproximagao
quadrética, permanecam menores que os termos retidos.

No limite cldssico de altas temperaturas, a varincia vibracional tende a

oH(T) = —, (4.33)

de modo que uma condi¢do necessdria, especifica de cada setor, pode ser expressa aproximada-

mente como
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K;
kpT < —. (4.34)
Ya

Essa condi¢do constitui apenas um limite para as flutuacdes térmicas em cada setor de
spin, ndo impondo restri¢des ao deslocamento da posi¢ao de equilibrio g;.

Consequentemente, o aumento de 7y, a elevagdo da temperatura ou a aproximacao de um
setor com baixa rigidez efetiva podem conduzir o sistema para fora do dominio de validade da
expansdo quadrdtica. Os resultados apresentados neste trabalho devem, portanto, ser interpretados
no dominio de validade da aproximacdo quadratica, delimitado pelas condic¢Oes estabelecidas nas
equacoes 4.32 e 4.34. Fora desse regime, particularmente para valores elevados de vy, ou da
temperatura, as contribui¢cdes de ordem superior podem deixar de ser despreziveis, tornando
necessdria uma descri¢ao além do truncamento em segunda ordem. As dedugdes completas
das expressoes para o deslocamento magnetoeldstico médio e para as flutuacdes vibracionais

encontram-se apresentadas no Apéndice A.

4.2.2 Limites da aproximacao quadratica

A descri¢ao desenvolvida neste trabalho baseia-se na expansao da interagao de troca
até a segunda ordem no deslocamento relativo, de modo que os termos cuibicos e de ordens
superiores sao desprezados. Caso contribui¢des anarmonicas se tornem relevantes, a energia
livre dos diferentes setores de spin passa a receber correcdes perturbativas que, por meio da
redistribui¢do das populagdes térmicas, podem afetar grandezas como a concorréncia térmica, a
Incerteza Quantica Local e a Informagao de Fisher.

Enquanto o pardmetro de controle definido na equacdo 4.31 satisfizer n(7T) < 1, o
sistema permanece no regime de pequenos deslocamentos para o qual o truncamento da expansao
em segunda ordem & autoconsistente. A medida que esse critério deixa de ser satisfeito, as
contribuicdes de ordem superior podem tornar-se relevantes, exigindo sua inclusao explicita ou
o emprego de abordagens autoconsistentes, como a Self-Consistent Harmonic Approximation
(SCHA). Essas abordagens sdo capazes de incorporar a renormalizagdo das flutuagdes vibracionais.
Essas extensdes, entretanto, encontram-se além do escopo deste trabalho.

Convém distinguir as corre¢des anarmoOnicas associadas a coordenada vibracional de
possiveis extensoes do proprio Hamiltoniano de spin. Em materiais magnéticos reais, interagoes
nao-Heisenberg, como a troca biquadrética, podem produzir renormalizagdes adicionais da
anisotropia magnética, das lacunas de excitagdo e da estabilidade térmica (Kartsev et al., 2020).
Essas contribui¢des ndo estdo incluidas no Hamiltoniano minimo adotado neste trabalho e
constituem uma extensao distinta da inclusao de termos de ordem superior no deslocamento
relativo.

Quando as correcdes anarmoOnicas deixam de ser perturbativamente pequenas, torna-se
necessario substituir a descricdo harmonica simples por métodos autoconsistentes. Nesse

contexto, formulacdes quanticas da aproximacdo harmonica autoconsistente permitem incorporar
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correcoes de ordem superior por meio de parametros de renormalizacdo determinados pelas

préprias flutuagdes quanticas e térmicas do sistema (Villela; Moura, 2025).
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S RESULTADOS

5.1 Correlacoes quanticas e resposta magnética

Nesta secdo sdo investigadas as propriedades quinticas e magnéticas do dimero magneto-
elastico a partir do operador densidade reduzido associado ao setor de spin. Como mostrado
anteriormente, o acoplamento magnetoeldstico modifica simultaneamente as energias efetivas
g e as frequéncias vibracionais w;, produzindo uma redistribui¢do térmica das populagoes
dos autoestados. Essas populacdes passam entdo a controlar diretamente o comportamento das
correlacdes quanticas e da resposta magnética do sistema.

Para a andlise numérica apresentada nesta secao, adotam-se unidades reduzidas, tomando
Jr = 1 como escala de energia do sistema. Dessa forma, as demais grandezas energéticas € a
temperatura sao expressas relativamente a essa escala, com kp = 1. Adota-se também g = 1. Para
0 acoplamento magnetoeldstico, considera-se y, = v, = ¥, de modo que a mesma dependéncia da
interagdo de troca com o deslocamento € assumida para as componentes transversal e longitudinal.
Assim, os diferentes valores de vy empregados nos resultados representam a intensidade do

acoplamento magnetoeldstico, sem introduzir uma anisotropia adicional entre y, € y,.

5.1.1 Operador densidade reduzido

A partir do espectro efetivo obtido anteriormente,

1
Ej,=¢j+ho; (n+§), 5.1

o operador densidade térmico do sistema completo pode ser escrito como
1 _BE.
pror = - ]Z e PEin|g i, n) (g, nl. (5.2)

Realizando o trago parcial sobre os graus de liberdade vibracionais, obtém-se o operador

densidade reduzido:
P = Tryip (plol)- (53)

Utilizando explicitamente os autoestados do Hamiltoniano definidos em 3.8, a matriz

densidade reduzida assume forma bloco-diagonal na base natural

{I++)[+=) 1=+, =)} (5.4)
Dessa forma,
Pl 0 0 0
p2+p3 p2—p3
p= P2 2 P D2 %p3 ’ (5.5)
0 > > 0

0 0 0  pa
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onde as populacdes térmicas sao dadas por
e Pej

o\
27 sinh (ﬁ 2‘”’)

pj= (5.6)

Essa estrutura mostra que as propriedades quanticas do dimero dependem diretamente da
distribui¢do térmica das populagdes p ;. Como essas populagdes sdo determinadas pelas energias
efetivas &; e pelas frequéncias vibracionais renormalizadas w;, os efeitos do acoplamento
magnetoeldstico sdo incorporados a matriz densidade reduzida e, consequentemente, aos

observaveis quanticos que sao derivados a partir dela.

5.1.2 Concorréncia térmica

Para a matriz densidade obtida na Se¢do 5.1.1, a concorréncia térmica pode ser escrita

como

C = max {0, |p> — p3| - 2+/p1pa} . (5.7

onde as populacdes térmicas p; foram definidas na Se¢ao 4.

Essa expressdo mostra que o emaranhamento térmico é governado pela competi¢do entre
o desequilibrio populacional dos estados emaranhados |¢,) e |¢3) e a ocupacdo térmica dos
setores separaveis |@1) e |¢a4).

Como mostrado na Figura 5.1, os dois valores de campo magnético produzem comporta-
mentos térmicos qualitativamente distintos, pois correspondem a lados opostos da fronteira entre
os regimes FP e ED. No painel (a), para B/upg = 1.1, o sistema encontra-se no lado totalmente
polarizado (FP) da fronteira. Em baixas temperaturas, a ocupacdo predominante de um setor
polarizado favorece um estado separdvel, resultando em concorréncia nula ou reduzida. Com o
aumento de 7', estados excitados associados ao setor emaranhado passam a ser termicamente
populados. Essa redistribuicdo pode aumentar de forma temporaria o peso relativo dos estados
|#2) e |¢3) na matriz densidade, fazendo surgir concorréncia térmica. Consequentemente, C(7')
cresce, atinge um maximo em uma temperatura intermedidria e, posteriormente, decresce quando
a mistura térmica entre os diferentes setores se torna suficientemente intensa para destruir o

emaranhamento.
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Figura 5.1 — Concorréncia C(T) como uma funcéo da temperatura T, para J, = -1, e diferentes valores de
v. Curvas tracejadas correspondem a « = 0.4, e curvas continuas correspondem a x = 0.8.
Os gréficos (a) e (b) mostram as fases FP e ED, respectivamente, com valores de campo
reduzido iguais a ﬁ =1.1e -2 = 0.9, respectivamente.
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(a) B/upg = 1.1, regime FP. (b) B/upg = 0.9, regime ED.

Fonte: Autor.

Observa-se ainda no painel (a) uma dependéncia mais pronunciada em relacdo aos
parametros magnetoeldsticos y e k. Isso ocorre porque, proximo a fronteira FP-ED, pequenas
modificagOes das energias efetivas £; e das frequéncias vibracionais w; alteram a competi¢ao
entre os setores de spin e, consequentemente, a redistribui¢do das populagdes p;. Assim, as
diferentes curvas apresentam variacdes tanto na intensidade maxima da concorréncia quanto na
faixa de temperatura em que ela permanece diferente de zero.

No painel (b), para B/upg = 0.9, o sistema encontra-se no regime de dimero emaranhado
(ED). Nesse caso, o estado fundamental ja favorece o setor emaranhado e, por isso, C(T)
apresenta valores elevados no limite de baixas temperaturas. O aumento de 7 promove de
forma progressiva a ocupacao dos demais setores, aumentando a mistura térmica e reduzindo o
emaranhamento. Dessa forma, destoando do painel (a), ndo € necessdria uma ativagdo térmica
inicial do setor emaranhado: a concorréncia decresce predominantemente de forma progressiva
até desaparecer.

A diferenca fundamental entre os dois painéis decorre, portanto, da natureza do estado
fundamental em cada lado da fronteira FP-ED. No regime FP, a temperatura pode inicialmente
favorecer o emaranhamento por meio da populacdo térmica de estados emaranhados; no
regime ED, o emaranhamento j4 estd presente no estado fundamental e o principal efeito da
temperatura € sua degradacdo. Em ambos os casos, o0 acoplamento magnetoeldstico modifica esse
comportamento por meio da renormalizacdo de &; € w;, que determina a distribui¢do térmica

das populagdes p;.
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Figura 5.2 — Concorréncia térmica C em fung@o do campo magnético reduzido B/upg, para diferentes
valores de y, e T = 0.1. As curvas tracejadas correspondem a « = 4, enquanto as curvas
continuas correspondem a x = 8.
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Fonte: Autor.

A dependéncia da concorréncia com o campo magnético, para uma temperatura fixa
em 7T = 0.1, é apresentada na Figura 5.2. Observa-se que, para campos reduzidos, o sistema
permanece fortemente emaranhado, apresentando valores de concorréncia proximos da unidade.
Entretanto, a medida que o campo magnético aumenta, ocorre uma redugdo progressiva de C,
indicando que o campo externo favorece a ocupagdo dos estados polarizados |¢;) e |¢p4) em
detrimento dos estados emaranhados |¢,) € |@3).

A queda mais acentuada da concorréncia ocorre na regido B/ugg ~ 1, coincidindo com a
regido de competic@o entre os setores emaranhado e polarizado. Nessa faixa de campo, pequenas
variagdes em B produzem mudancas significativas nas populacdes térmicas, resultando em uma
rapida diminuicao do emaranhamento.

Além disso, observa-se que o aumento do parametro magnetoeldstico vy desloca a regido
de decaimento da concorréncia para campos mais elevados, evidenciando que o acoplamento
magnetoeldstico modifica os gaps energéticos efetivos e controla a estabilidade do regime de

dimero emaranhado.

5.1.3 Incerteza Quantica Local

A Incerteza Quantica Local (LQU) foi calculada a partir da matriz densidade térmica
obtida na Secdo 5.1.1, utilizando as expressdes apresentadas na Secdo 2.5.3. Diferente da
concorréncia, que quantifica especificamente o emaranhamento bipartido, a LQU € sensivel a
uma classe mais ampla de correlacdes quanticas, associadas a incompatibilidade do estado com
determinadas medidas locais. Dessa forma, a LQU pode permanecer diferente de zero mesmo
em regides nas quais a concorréncia se anula, indicando a persisténcia de correlagdes quanticas
ndo cldssicas para além do emaranhamento. Nesta sec@o, nosso interesse concentra-se, portanto,
em verificar como essas correlagdes respondem aos parametros do modelo, em particular ao

campo magnético, a temperatura e ao acoplamento magnetoelastico.
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Como o operador densidade reduzido permanece diagonal nos autoestados |¢;), a matriz

4
VP = ) VP19l (5.8)
=1

J

pode ser obtida analiticamente.

Utilizando explicitamente a forma bloco-diagonal da matriz densidade, obtém-se

W, 0 0
w=|o w, o], (5.9)
0 0 W

com coeficientes dados por

We = (Vp1 +Vpa) (Wp2 + V/p3), (5.10)

W, = p1 + psa+2+/pap3. (5.11)

Dessa forma, a LQU reduz-se a expressao simples
U =1 —max(W,, W,). (5.12)

A dependéncia da LQU com as populacdes térmicas evidencia que essa grandeza é
controlada diretamente pela redistribui¢ao térmica produzida pelo espectro magnetoeldstico.
Diferentemente da concorréncia, a LQU pode permanecer diferente de zero mesmo em

regides nas quais o emaranhamento bipartido desaparece, de modo que
C=0, U > 0. (5.13)

Essa condi¢do indica que, embora o estado térmico niao apresente emaranhamento
detectdvel pela concorréncia, ainda podem persistir correlacdes quanticas ndo cldssicas sensiveis
a medidas locais.

Essa diferenca decorre do fato de que a concorréncia e a LQU dependem de combinacdes
distintas das populagdes térmicas. Enquanto a concorréncia € determinada, neste modelo, pela
competicdo entre o termo |p, — p3| e a contribui¢do 24/p1p4, a LQU depende dos autovalores
da matriz W, que envolvem combinagdes como +/p1p4, 4/p2p3 € as proprias populagdes p;.
Consequentemente, a condi¢do que levaa C = 0 ndo implica, necessariamente, o desaparecimento
da LQU. Esse comportamento ¢ ilustrado na Figura 5.3. No painel (a), para B/upg = 1.1,
a LQU inicialmente aumenta com a temperatura e, posteriormente, decresce, evidenciando a
persisténcia de correlacdes quanticas mesmo em regides nas quais a concorréncia ja se anula. No
painel (b), para B/upg = 0.9, a LQU parte de valores elevados e decresce com o aumento da
temperatura devido a progressiva mistura térmica dos setores de spin. A mudanga de inclinacdo

observada em temperaturas intermedidrias estd associada a dependéncia distinta de W, e W, com
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as populagdes térmicas. Em temperaturas mais elevadas, a crescente mistura térmica reduz as

correlacdes quanticas locais, fazendo com que U; tenda progressivamente a zero.

Figura 5.3 — Incerteza quantica local como uma funcdo da temperatura T, para J, = -1, e diferentes valores
de y. Curvas pontilhadas correspondem a x = 0.4, e curvas continuas correspondem a
k = 0.8. Os gréficos (a) e (b) mostram uma razao %g =1.1e % = 0.9, respectivamente.
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(a) B/upg = 1.1. (b) B/upg = 0.9.

Fonte: Autor.

Ja a Figura 5.4 apresenta o comportamento da Incerteza Quantica Local em fun¢do do
campo magnético. De maneira semelhante a concorréncia, a LQU diminui com o aumento de B,
indicando a reducgdo das correlagdes quanticas a medida que o sistema se aproxima do regime
totalmente polarizado. A regido de queda mais acentuada corresponde a faixa de competicao entre
os setores de spin favorecidos pela interacdo de troca e aqueles progressivamente estabilizados
pelo campo magnético. Nessa regido, a redistribuicao das populacdes térmicas modifica as
combinacdes que determinam W, e W, produzindo a variacdo mais pronunciada da LQU

observada nas curvas.
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Figura 5.4 — Incerteza Quantica Local U em func@o do campo magnético reduzido B/upgg, para diferentes
valores de y. As curvas tracejadas correspondem a k = 4, enquanto as curvas continuas
correspondem a k = 8.
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Fonte: Autor.

Entretanto, observa-se que a diminuicdo da LQU ocorre de forma mais lenta que a
concorréncia, permanecendo diferente de zero mesmo em regides nas quais o emaranhamento
ja se encontra fortemente suprimido. Esse resultado evidencia a persisténcia de correlagdes
quanticas ndo cldssicas além do emaranhamento bipartido.

Nota-se ainda uma regido de variagdo mais lenta da LQU em torno de B/upg =~ 1,
situada préxima a faixa de competi¢ao entre os regimes ED e FP. Nessa regido, a competicao
entre diferentes setores de spin e a correspondente redistribui¢do das populagdes térmicas fazem
com que as combinagoes que determinam W, e W, variem de forma compensada, reduzindo
temporariamente a sensibilidade da LQU ao campo magnético. Como consequéncia, observa-se
o comportamento aproximadamente plano de U; nessa faixa de campo.

Finalmente, o deslocamento das curvas para maiores valores de campo a medida que y
aumenta evidencia novamente o papel do acoplamento magnetoeldstico na renormalizagdao do

espectro energético e no controle das correlagdes quanticas do sistema.

5.1.4 Informacao de Fisher magnética

A Informacgao de Fisher magnética serd utilizada aqui para avaliar a sensibilidade do
dimero frente a pequenas variacdes do campo magnético externo. Como o formalismo geral
dessa grandeza j4 foi apresentado na Secdo 2.5.4, agora considera-se diretamente sua aplicacdo
ao modelo magnetoeldstico, enfatizando a forma como as populagdes térmicas e os niveis de
energia renormalizados sao influenciados por variagdes infinitesimais do campo magnético
externo, quantificando assim a sensibilidade do sistema ao campo.

Como os autoestados do operador densidade reduzido ndo dependem explicitamente do

campo magnético, a informacao de Fisher reduz-se a forma cldssica associada as populagdes
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térmicas:

4 N2
Fp=) x (%) . (5.14)

As populagdes térmicas sdo dadas por

e_ﬁgj(B)
p; = SR (5.15)
27 sinh ( 3 J )

onde a dependéncia com o campo magnético ocorre através das energias de spin &;(B), enquanto
as frequéncias vibracionais w; nao dependem do campo.

Tomando explicitamente a derivada de p; em relagdo ao campo magnético, obtém-se

6pj a8j 88
—L = Bp; | —= - (=)], 5.16
OB ﬁp’[aB <6B>] (5.16)
onde y
oe 0y
<£> :;pk%, (5.17)
Substituindo essa expressao na definicdo da informacao de Fisher, obtém-se
Fg =B [(m?) = (m)*], (5.18)
onde
08j

representa 0 momento magnético associado ao estado |¢;).

Em geral, a Informacao de Fisher Quantica pode conter contribui¢cdes associadas tanto a
variacdo dos autovalores quanto a variacdo dos autovetores do operador densidade em relagcdo ao
parametro estimado. No presente modelo, entretanto, o campo magnético B modifica as energias
e, consequentemente, as populacdes térmicas p j, mas nio introduz dependéncia explicita de B
nos autovetores |¢;). Dessa forma, a contribui¢do associada a variagdo dos autovetores € nula
e a Informacao de Fisher Quantica para a estimagdo de B reduz-se a contribui¢do proveniente
das populagdes térmicas. Como os estados vibracionais condicionais também permanecem
independentes do campo, a Informacgao de Fisher obtida nas Equacdes 5.14 e 5.19 coincide com
a Informacao de Fisher Quantica do estado de Gibbs spin-vibracional. Consequentemente, essa
grandeza estabelece o limite fundamental para a precisdao na estimacdao do campo magnético,

dado por

1
0B >

B VVFB’

onde v representa o nimero de medi¢gdes independentes.

(5.20)

Da equacdo 5.18 observa-se que a Informacgao de Fisher € proporcional a variancia da

magnetizacdo. Assim, Fp estd diretamente relacionada as flutuagdes térmicas do momento
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magnético, expressas pela varidncia (m?) — (m)?, quantificando a sensibilidade do estado térmico
a pequenas variacoes do campo magnético. Desta forma, a desigualdade de Cramér—Rao
estabelece o limite fundamental de precisdao na estimag¢ao do campo magnético, mostrando que
valores elevados de Fp correspondem a maior sensibilidade do sistema a pequenas variacdes de
B.

A Figura 5.5 ilustra esse comportamento para diferentes valores do acoplamento mag-
netoeldstico, evidenciando como a redistribuicdo das populacdes térmicas modifica a resposta

magnética do dimero.

Figura 5.5 — Informacdo de Fisher magnética Fg(T) em funcdo da temperatura 7', para J, = -1, J, =l e
diferentes valores de y. As curvas tracejadas correspondem a x = 4, enquanto as curvas
continuas correspondem a x = 8. Os painéis (a) e (b) mostram, respectivamente, os regimes

B/upg=1.1eB/ugg =0.9.
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(@) B/upg = 1.1. (b) B/upg = 0.9.

Fonte: Autor.

Fisicamente, valores elevados de F indicam que pequenas perturbacdes em B produzem
redistribui¢Oes significativas das populagdes térmicas p ;. Esse comportamento torna-se particu-
larmente relevante em regides proximas as fronteiras entre diferentes fases magnéticas, onde
os gaps energéticos efetivos tornam-se reduzidos e multiplos autoestados passam a contribuir
simultaneamente para a funcao de particdo. Como consequéncia, as flutuagdes térmicas da
magnetizacdo sdo amplificadas, produzindo picos pronunciados na informacgdo de Fisher.

No modelo magnetoeldstico considerado, as correcoes quadrdticas modificam os gaps
energéticos efetivos e alteram diretamente as populacdes térmicas, produzindo mudancas
significativas na sensibilidade magnética do sistema. Além disso, como o acoplamento spin-
fonon afeta simultaneamente as energias renormalizadas &; e as frequéncias vibracionais w;, a
redistribuicdo térmica das populacdes passa a depender de forma explicita das vibragdes internas
do dimero.

Esse resultado evidencia que os graus de liberdade vibracionais exercem papel fundamental

na resposta magnética do sistema. A interacdo magnetoeldstica ndo apenas modifica o espectro
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energético efetivo, mas também controla a intensidade das flutuacdes térmicas através da
competic@o entre os diferentes setores termicamente povoados p ;.

Ja a dependéncia da informagdo de Fisher com o campo magnético é apresentada na
Figura 5.6. Diferentemente da concorréncia e da LQU, a informacao de Fisher exibe maximos

pronunciados nas proximidades de B/upg ~ 1.

Figura 5.6 — Informacdo de Fisher magnética Fg em fungdo do campo magnético reduzido B/upg,
para diferentes valores de y. As curvas tracejadas correspondem a x = 4, enquanto as
curvas continuas correspondem a k = 8. A regido dos maximos, préoxima a B/ugg =~ 1,
estd associada a faixa de transicao entre os regimes ED e FP, na qual a redistribui¢do das
populacdes térmicas torna o sistema particularmente sensivel a pequenas variacdes do campo
magnético.

Mg

Fonte: Autor.

Esses picos indicam regides nas quais pequenas variacoes do campo magnético produzem
grandes modificacOes nas populagdes térmicas, resultando em fortes flutuagcdes da magnetizacao.
Portanto, os maximos de Fp identificam regides de elevada sensibilidade magnética e podem ser
interpretados como assinaturas das transi¢des entre os diferentes regimes magnéticos do sistema.

Observa-se ainda que o aumento de y desloca os maximos de Fp para campos mais
elevados, evidenciando que a renormalizagdo magnetoeldstica do espectro energético controla
diretamente a posicao das regides de maior sensibilidade.

A comparacdo entre as Figuras 5.2, 5.4 e 5.6 evidencia respostas complementares a
redistribuicao das populagdes térmicas induzida pela renormalizagdo magnetoelastica do espectro.
A concorréncia caracteriza especificamente o emaranhamento bipartido, enquanto a LQU permite
identificar correlacdes quanticas nao cldssicas que podem persistir mesmo apds o desaparecimento
do emaranhamento. Por sua vez, a Informacdo de Fisher magnética quantifica a sensibilidade do
estado térmico a pequenas variacdes do campo magnético, apresentando méximos na regiao de
maior competi¢cdo entre os setores de spin. Assim, embora as trés grandezas sejam determinadas

pela mesma distribuicdo térmica subjacente, elas evidenciam aspectos fisicos distintos do sistema.
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6 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo, foi desenvolvido um modelo tedérico para investigar os efeitos do
acoplamento magnetoeldstico de segunda ordem sobre as propriedades estruturais, térmicas
e quanticas de um dimero XXZ de Heisenberg de spin 1/2. Ao incorporar explicitamente a
dependéncia da interacdo de troca com o deslocamento vibracional relativo entre os spins, foi
possivel estabelecer um formalismo unificado que relaciona a dinAmica vibracional do sistema as
suas propriedades magnéticas e de informagao quantica.

A principal contribuicdo deste trabalho consiste em demonstrar que o acoplamento
magnetoeldstico atua como um mecanismo microscopico de controle das propriedades fisicas do
dimero. Em vez de representar apenas uma pequena correcao aos niveis de energia, a interacao
entre os graus de liberdade vibracionais e magnéticos modifica simultaneamente o espectro
energético, as frequéncias vibracionais efetivas e a distribuicao térmica das populagdes. Como
consequéncia, observiveis aparentemente distintos, como magnetizacdo, diagrama de fases,
concorréncia térmica, Incerteza Quantica Local e Informacgao de Fisher magnética, passam a ser
compreendidos como diferentes manifestacoes de dois mecanismos fisicos: a renormaliza¢ao
magnetoeldstica do espectro e a consequente redistribui¢cao das populagcdes térmicas entre os
setores de spin.

Sob essa perspectiva, o formalismo desenvolvido permitiu interpretar de maneira integrada
os resultados obtidos ao longo da dissertacdo. Os deslocamentos observados nas fronteiras entre as
fases ED e FP decorrem diretamente da renormalizac@o do espectro provocada pelo acoplamento
magnetoeldstico. Da mesma forma, as modificagdes nas propriedades estruturais, expressas pelo
deslocamento médio relativo e pelas flutuacdes vibracionais, refletem a dependéncia entre o
potencial vibracional efetivo e a configuracdo magnética ocupada pelo sistema. Essa interpretacao
fornece uma descrigao fisica unificada para os fendmenos observados, em vez de tratd-los como
resultados independentes.

No contexto das correlagdes quanticas, os resultados evidenciam que o emaranhamento
bipartido permanece uma ferramenta eficiente para caracterizar mudancas na estrutura do estado
fundamental, embora sua existéncia seja limitada pelos efeitos da mistura térmica. Por outro
lado, a andlise da Incerteza Quantica Local mostrou que correlagdes quanticas ndo classicas
persistem mesmo em regides nas quais a concorréncia se anula completamente, demonstrando
que diferentes quantificadores capturam aspectos complementares das correlacdes presentes no
sistema.

A Informacao de Fisher magnética, por sua vez, revelou elevada sensibilidade nas
proximidades das fronteiras de fase, indicando que regides de intensa redistribuicao populacional
também correspondem as regides de maior resposta magnética do sistema. Em conjunto, a
concorréncia, a Incerteza Quantica Local e a Informacao de Fisher fornecem uma caracterizagao

abrangente e complementar das propriedades quanticas e magnéticas do dimero magnetoeldstico.
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Outro aspecto relevante desta dissertacdo € a interpretacdo fisica proposta para os
resultados. Ao longo do trabalho, verificou-se que os diferentes observdveis podem ser
compreendidos dentro de uma mesma légica: o acoplamento magnetoeldstico modifica o
espectro energético; o espectro renormalizado altera a ocupagdo térmica dos autoestados; e essa
redistribuicdo das populagcdes controla simultaneamente as propriedades estruturais, magnéticas
e quanticas do sistema. Essa interpretacdo oferece uma visdo mais integrada da dindmica
magnetoeldstica e constitui uma das principais contribui¢des conceituais deste estudo.

Entretanto, algumas limitagdes do modelo devem ser ressaltadas. A expansao magnetoe-
lastica até segunda ordem € valida no regime de pequenos deslocamentos, condicionado pelo
critério de autoconsisténcia 7(7T) < 1 e pela estabilidade dos potenciais efetivos, K; > 0, para
0s setores termicamente relevantes. Fora desse regime, contribuicdes de ordens superiores no
deslocamento podem tornar-se relevantes e exigir uma descri¢do além da aproximacgao quadratica.
Além disso, o modelo considera um dimero magnético isolado e ndo incorpora explicitamente
efeitos coletivos, desordem, dissipacdo ou interacdes de longo alcance, que podem modificar
o comportamento de sistemas magnéticos reais. Essas limitacdes, contudo, ndo reduzem o
potencial do formalismo desenvolvido. Ao contrdrio, indicam diversas possibilidades para sua
extensdo. Entre as perspectivas mais imediatas, destacam-se a aplicacao do modelo a cadeias
quanticas e redes de dimeros magneticamente acoplados, a inclusdo de mecanismos dissipativos
e de desordem estrutural, bem como a investiga¢do de materiais magnetoeldsticos reais nos quais
0 acoplamento entre vibragdes e spins desempenha papel relevante.

Também se mostram promissoras extensdes envolvendo termos magnetoeldsticos de
ordem superior, sistemas fora do equilibrio térmico, modelos de maior dimensionalidade e a
andlise da dindmica temporal das correlagdes quanticas. Essas abordagens permitiriam investigar
de que maneira os efeitos magnetoeldsticos se manifestam em sistemas coletivos e em regimes
nos quais a descri¢@o de equilibrio deixa de ser suficiente.

Do ponto de vista experimental, uma etapa importante consiste em relacionar os parametros
efetivos do modelo com grandezas mensurdveis em compostos magnéticos reais. A comparagado
com materiais contendo dimeros de spin, sistemas moleculares magnéticos e estruturas de
baixa dimensionalidade pode permitir avaliar em que medida as renormalizacdes previstas
pelo formalismo podem ser detectadas por meio de medidas de magnetizagdo, suscetibilidade,
espectroscopia ou resposta térmica.

Do ponto de vista das aplicacdes, os resultados sugerem que sistemas magnetoeldsticos
podem constituir plataformas relevantes tanto para estudos fundamentais quanto para tecnologias
quanticas. A coexisténcia entre elevada sensibilidade magnética, persisténcia de correlagdes
quanticas e possibilidade de controle por parametros estruturais aponta para potenciais aplicacoes
em protocolos de metrologia quantica, sensoriamento de campos magnéticos e processamento de
informacdo quantica baseado em materiais magnéticos de baixa dimensionalidade.

Nesse sentido, a Informacgdo de Fisher magnética assume papel particularmente relevante,

uma vez que permite identificar as regides do espago de pardmetros nas quais o sistema apresenta
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maior sensibilidade as variacdes do campo externo. A proximidade entre essas regides e as
fronteiras entre setores emaranhados e polarizados sugere que o controle magnetoelastico pode
ser explorado para ajustar a resposta do sistema e otimizar sua utilizacdo em protocolos de
estimacao e detec¢ao.

Por fim, espera-se que esta dissertacdo contribua para uma compreensao mais ampla da
interacdo entre graus de liberdade vibracionais e magnéticos em sistemas quanticos de baixa
dimensionalidade. Mais do que caracterizar um modelo especifico, o trabalho evidencia que o
acoplamento magnetoeldstico pode ser explorado como um mecanismo fisico de controle das
propriedades quanticas da matéria, estabelecendo uma conexao entre estrutura, termodindmica,
magnetismo e informacdo quantica que poderd servir de base para futuras investigacdes tedricas

e experimentais.
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APENDICE A - DESLOCAMENTOS MAGNETOELASTICOS E FLUTUACOES
VIBRACIONAIS

Neste apéndice sao apresentadas as dedugcdes matemadticas utilizadas para a obtenc¢ao
do deslocamento magnetoeldstico médio e das flutuagdes vibracionais do dimero, visando o
aprofundamento na andlise da influéncia do acoplamento sobre os graus de liberdade vibracionais

do sistema.

A.1 Deslocamento médio relativo

A partir do Hamiltoniano efetivo obtido para cada setor de spin, a coordenada deslocada

pode ser escrita como:

oD
~ J
F=r———, (A.1)
K;
onde
Kj=«x+ 2e§.2> (A.2)

representa a constante eldstica efetiva associada ao setor magnético j, enquanto a frequéncia
vibracional correspondente é dada por
K;

wj =" (A3)

Como o Hamiltoniano efetivo corresponde a um oscilador harmoénico deslocado, o valor

esperado da coordenada deslocada em equilibrio térmico satisfaz

(7; =0. (A4)

Dessa forma, para um setor de spin fixo, obtém-se diretamente:

)
(ryj = K_] (A.S)
Fisicamente, essa expressao mostra que o acoplamento magnetoeldstico desloca a posi¢ado
de equilibrio do oscilador em uma quantidade dependente do setor magnético considerado.
O deslocamento médio total do dimero € entdo obtido através da média térmica ponderada

pelas populacdes p; dos autoestados magnéticos:

4
(r)y = pi(r;, (A.6)
j=1
ou explicitamente,
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4 e(.l)
(= pi— (A7)
=K
onde as populacdes térmicas p; sdo dadas por:
e PE)
27 sinh (242

A expressdao mostra que (r) depende diretamente da redistribuicdo das populagdes entre
os diferentes estados de spin, sendo que para baixas temperaturas, (r) € dominado pelo estado

fundamental, e para maiores temperaturas, hd a contribuicao gradativa dos estados excitados.

A.2 Flutuacoes vibracionais e desvio padrao

Para analisar as flutuacdes vibracionais do sistema, considera-se inicialmente o valor

esperado de r?. Utilizando a relagdo entre as coordenadas deslocada e original,

r=7+—-=—, (A.9)
obtém-se:

(1)
() =@+ =1 (A.10)
K;
uma vez que (7); = 0.
Para um oscilador harmonico quéntico de frequéncia w, o valor esperado da coordenada

quadratica € conhecido e pode ser escrito como:

=5 " coth (thwj). (A.11)

mwj
Substituindo a Eq. (A.11) na Eq. (A.10), obtém-se:
N\2
ﬂha)j 6; )
2

(%) =

w2 . (A.12)

coth (
K

2mw;
Realizando novamente a média térmica sobre todos os setores magnéticos, chega-se a

expressao geral:

4 m\?
h Bhw; €;
2 J J
= ; h A.l
(rv) j; D e cot ( 7 ) + X, (A.13)

Finalmente, o desvio padrao associado as flutuacdes vibracionais do dimero € definido

por:
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Ar = \({r?) — (r)? (A.14)

A quantidade Ar mede apenas a largura das flutuagdes em torno da posicao média de
equilibrio. Entretanto, como o acoplamento magnetoeldstico desloca a prépria posi¢ao de
equilibrio de maneira dependente do setor de spin, a descricio completa da amplitude dos
deslocamentos deve considerar simultaneamente o deslocamento médio 7; e as flutuagoes

térmicas o7;(7T). No limite de altas temperaturas, utiliza-se a aproximagao:

Bhw 2kgT
th ~ A.15
0 ( 2 hwj’ ( )

de modo que:
kgT
~2 B

. z _, .16
(F >j Kj (A.16)

recuperando o comportamento cldssico esperado para as flutuacdes vibracionais do oscilador
harmoénico.
Como o deslocamento médio também contribui para a amplitude efetiva do movimento,

define-se inicialmente

(Yo =F;+03(T),

que retne o deslocamento da posicdo de equilibrio e a largura das flutuacdes térmicas do setor j.

A validade da expansdo magnetoeldstica € entdo estabelecida pelo parametro adimensional

1) = max vl i)}

cuja condicao de consisténcia é

n(T) < 1.

Esse critério garante que os deslocamentos permanecam pequenos na escala espacial
determinada pelos pardmetros magnetoeldsticos y,. Quando essa condicdo deixa de ser satisfeita,
termos cubicos e de ordens superiores deixam de ser perturbativamente pequenos, sendo

necessdria uma descricao que incorpore efeitos anarmdnicos ou abordagens autoconsistentes.
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