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RESUMO

Este trabalho investigou o conteido de Funcdes Trigonométricas e a forma como € avaliado
no Exame Nacional do Enseno Médio (ENEM). A pesquisa utilizou os recursos computacio-
nais GeoGebra e Maxima como ferramentas de visualizacdo e calculo algébrico na aplicacio
dos conceitos matemadticos. A andlise dos recursos computacionais evidenciou que cada fer-
ramenta possui pontos fortes e fracos, limitacdes e possibilidades, sendo possivel verificar a
complementaridade entre os softwares. Foram investigadas as caracteristicas dindmicas e visu-
ais do GeoGebra e suas potencialidades, bem como a potente capacidade algébrica oferecida
pelo Maxima, demonstrando como cada software pode complementar o outro no estudo das
Func¢des Trigonométricas. Para tanto, realizou-se uma anélise histérica das questdes do ENEM
que envolvem Fungdes Trigonométricas, aplicou-se a resolu¢do analitica tradicional e propds-se
a resolucdo com o auxilio dos softwares matematicos. Como resultado, foi possivel comparar
as potencialidades dos softwares e, ao final, elaborou-se uma sequéncia diddtica para aplicacao
das ferramentas no enseno de fungdes trigonométricas. Dessa forma, o trabalho proporciona
novos olhares, estratégias alternativas e maior aprofundamento conceitual, contribuindo para o
enriquecimento da pratica docente mediante o uso de recursos computacionais.

Palavras-chave: Func¢des Trigonométricas; ENEM; GeoGebra; Maxima;
Recursos Computacionais



ABSTRACT

This work investigated the content of Trigonometric Functions and how it is assessed in the
Brazilian National High School Examination (ENEM). The research used the computational
resources GeoGebra and Maxima as visualization and algebraic calculation tools in the appli-
cation of mathematical concepts. The analysis showed that each tool has strengths and weak-
nesses, limitations and possibilities, making it possible to verify the complementarity between
the software. The dynamic and visual characteristics of GeoGebra were investigated, as well
as the powerful algebraic capacity offered by Maxima, demonstrating how each software can
complement the other in the study of Trigonometric Functions. To this end, a historical analy-
sis of the ENEM questions involving such functions was carried out, the traditional analytical
resolution was applied, and a resolution with the aid of the software was proposed. As a result,
it was possible to compare the potential of the software and, at the end, a didactic sequence was
developed for the application of the tools in teaching trigonometric functions. Thus, the work
provides new perspectives, alternative strategies, and greater conceptual depth, contributing to
the enrichment of teaching practice through the use of computational resources.

Keywords: Trigonometric Functions; ENEM; GeoGebra; Maxima; Computational Resources



INDICADORES DE IMPACTO

A pesquisa investiga o ensino de Fun¢des Trigonométricas a partir de questdes do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM), articulando a resolu¢do analitica tradicional a ferramentas
computacionais gratuitas, 0 GeoGebra e 0 Maxima, com o objetivo de ampliar as possibilidades
didéticas disponiveis a professores da Educa¢do Basica. O trabalho produz uma sequéncia di-
datica e um conjunto de apéndices que detalham, passo a passo, a resolucao de seis questdes do
ENEM sobre o tema em ambos os softwares, acompanhados de comentarios técnicos voltados
especificamente a pratica docente em sala de aula. Do ponto de vista tecnoldgico, o impacto
reside na sistematizacao do uso de recursos computacionais livres e gratuitos como alternativa a
desatualizacdo de materiais didéticos tradicionais adotados no Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional (PROFMAT), tornando replicavel, em qualquer escola com acesso a
computadores, o recurso a visualizacdes dinamicas e célculo algébrico sem custo adicional para
a instituicdo ou para o professor. Socialmente, o produto educacional beneficia de forma direta
professores de Matematica da Educacdo Bdésica e, por extensdo, seus estudantes, ao oferecer
um material replicdvel que amplia o repertério metodoldgico para o ensino de um conteido
historicamente associado a dificuldades de aprendizagem no ENEM. O cariter formativo do
trabalho alcanga também professores em formagao continuada, ja que os apéndices funcionam
como guia autoinstrutivo para a apropriagdo das ferramentas. Ainda que o alcance direto do
produto dependa da divulgacdo e da adocdo voluntéria por outros docentes, os impactos po-
tenciais concentram-se no fortalecimento do ensino de Matematica na Educagdo Bésica e na

democratizacdo do acesso a tecnologias educacionais gratuitas.



IMPACT INDICATORS

This research investigates the teaching of Trigonometric Functions based on questions
from the Brazilian National High School Exam (ENEM), combining traditional analytical res-
olution with free computational tools, GeoGebra and Maxima, with the aim of broadening the
didactic possibilities available to Basic Education teachers. The study produces a didactic se-
quence and a set of appendices detailing, step by step, the resolution of six ENEM questions
on the topic using both software programs, accompanied by technical comments aimed specif-
ically at classroom teaching practice. From a technological standpoint, the impact lies in the
systematization of free and open computational resources as an alternative to outdated tradi-
tional teaching materials adopted in the Professional Master’s Program in Mathematics in a
National Network (PROFMAT), making it replicable, in any school with computer access, to
use dynamic visualizations and algebraic computation at no additional cost to the institution
or the teacher. Socially, the educational product directly benefits Basic Education Mathemat-
ics teachers and, by extension, their students, by offering replicable material that broadens the
methodological repertoire for teaching content historically associated with learning difficulties
in ENEM. The formative character of the work also reaches teachers in continuing education,
since the appendices function as a self-instructional guide for appropriating the tools. Although
the direct reach of the product depends on dissemination and voluntary adoption by other teach-
ers, the potential impacts are concentrated on strengthening the teaching of Mathematics in

Basic Education and on democratizing access to free educational technologies.
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1 INTRODUCAO

O ensino de matemdtica no Brasil enfrenta desafios persistentes, que aparecem de vdrias
formas. Para o professor, a situacdo é complicada: além de lidar com a defasagem de contetidos
bésicos dos alunos ao final do Enseno Médio, ele ainda precisa preparéd-los para o ENEM, um
exame que exige dominio conceitual e boa capacidade de abstragdo.

A gravidade disso fica clara nas avalia¢Oes internacionais. O PISA 2022 mostrou que o
desempenho dos brasileiros em matemadtica estd abaixo do recomendado pela OCDE. Silva [1]

resume bem:

(...) De acordo com o relatério divulgado pelo Instituto Nacional de Estudos
e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), apenas 27% dos estudantes
brasileiros atingiram ao menos o nivel 2 de profici€éncia em matematica, que
€ considerado o patamar minimo para o exercicio da cidadania em sociedades
contemporaneas. A média dos paises da OCDE foi de 69%. Além disso, en-
quanto a média brasileira foi de 379 pontos, a média da OCDE atingiu 472
pontos. Apenas 1% dos estudantes brasileiros alcangou os niveis mais altos de
proficiéncia (niveis 5 e 6), frente a 9% dos paises da OCDE. Esses resultados
indicam ndo apenas um baixo desempenho geral, mas também a persisténcia
de desigualdades profundas entre os estudantes brasileiros e seus pares inter-
nacionais...(Silva ,2025,p.13)

Diante disso, alguns contetidos do Enseno Médio se tornam especialmente dificeis de
compreensao e assimilacdo por parte dos estudantes. As fungdes trigonométricas sao um deles,
talvez um dos mais complicados para os alunos. Este trabalho propde usar recursos computaci-
onais para tentar superar essas dificuldades.

O uso das Tecnologias Digitais de Informagdo e Comunicagdo (TDICs) no enseno de
matematica ajuda os alunos a adquirir habilidades bésicas com mais facilidade. Com apoio bem
planejado e pratica suficiente, eles podem melhorar seu desempenho e explorar seu potencial
tecnologico. Os alunos precisam de orientacdo para usar a tecnologia mais recente na resolugao
de problemas. O computador ja € amplamente usado como auxiliar de enseno e isso aumenta a

automotivacao e a autoconfianca, como afirmam Rezende, Pesco e Bortolossi [2]:

O uso de TDIC’s no enseno e aprendizagem da matematica é, na verdade, um
método sofisticado em oposi¢cdo aos métodos convencionais. Vdarios tipos de
software de computador sdo comumente usados para ajudar os alunos a serem
mais responsaveis por seu proprio aprendizado por meio de uma abordagem
de exploracdo mais criativa e atraente. Na verdade, os softwares de enseno e
aprendizagem estdo se tornando mais populares e procurados, especialmente
na disciplina de Célculo. [2] (Rezende,Pesco e Bortolossi,2012 , p.75)
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A BNCC [3] também refor¢a a necessidade de aplicar tecnologias educacionais em sala

de aula:

A contemporaneidade é fortemente marcada pelo desenvolvimento tecnold-
gico. Tanto a computacdo quanto as tecnologias digitais de informacao e co-
municacdo (TDIC) estdo cada vez mais presentes na vida de todos, ndo so-
mente nos escritdrios ou nas escolas, mas nos nossos bolsos, nas cozinhas, nos
automoveis, nas roupas etc. Além disso, grande parte das informagdes pro-
duzidas pela humanidade estd armazenada digitalmente. Isso denota o quanto
o mundo produtivo e o cotidiano estdo sendo movidos por tecnologias digi-
tais, situacdo que tende a se acentuar fortemente no futuro.[3]J(BRASIL,2018
,p-473)

O professor, como mediador, tem a responsabilidade de propor alternativas didatico-
metodoldgicas para tornar contetdos abstratos mais claros. Os recursos computacionais podem

ser ferramentas eficazes nesse processo. A BNCC [3] complementa:

Além disso, a BNCC propde que os estudantes utilizem tecnologias, como
calculadoras e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Enseno Fun-
damental. Tal valorizagdo possibilita que, ao chegarem aos anos finais, eles
possam ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio
da interpretacdo e da elaboracdo de algoritmos, incluindo aqueles que podem
ser representados por fluxogramas. [3](BRASIL , 2018 ,p.528).

A pergunta que nos guia é: De que maneira a integracdo entre 0 GeoGebra (com sua
abordagem visual-dindmica) e o Maxima (com seu potencial algébrico-computacional) pode
ajudar no enseno e aprendizagem das func¢des trigonométricas, considerando o que é exigido
como competencias e habilidades no ENEM ?

Para responder, foi estabelecido como objetivo geral analisar a contribui¢io desses dois
softwares como ferramentas complementares no enseno de funcgdes trigonométricas, com foco
na resolucdo de questdes do ENEM. Os objetivos especificos sdo: identificar as principais difi-
culdades e conceitos envolvidos nas questdes dos ultimos dez anos; mapear as funcionalidades
do GeoGebra para visualizagdo e interpretacdo geométrica; sistematizar os comandos do Ma-
xima para manipulacio algébrica e resolucdo de equagdes; desenvolver uma sequéncia didatica
que articule as potencialidades de cada software; e, por fim, comparar as trés abordagens (tra-
dicional/analitica, GeoGebra e Maxima), mostrando o que cada uma tem de melhor e suas
limitagdes.

Ap6s esta introdugdo, o trabalho estd estruturado em capitulos que articulam fundamen-

tacdo tedrica, andlise de questdes do ENEM e proposi¢des pedagogicas. O Capitulo 2 detalha
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a metodologia da pesquisa, explicitando o recorte temporal, os critérios de selecdo das ques-
toes e os procedimentos de andlise adotados. O Capitulo 3 apresenta a fundamentacao tedrica,
abordando as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o ensino de fungdes
trigonométricas, as potencialidades dos softwares GeoGebra e Maxima, os fundamentos das
funcdes trigonométricas com base em Lima et al. (2006) e a articulacdo com o pensamento
computacional, conforme previsto no complemento a BNCC voltado a Computagdo na Educa-
cdo Basica.

O Capitulo 4 € dedicado a andlise de seis questdes do ENEM, abrangendo o periodo
de 2015 a 2025. Cada questao é apresentada em tr€s subsecdes: a resolugdo analitica tradi-
cional, a resolu¢cdo com o software GeoGebra, explorando sua abordagem visual e dinamica,
e a resolu¢do com o software Maxima, utilizando sua capacidade de manipulacio algébrica e
simbdlica. Apds cada questdo, € apresentado um encaminhamento pedagdgico que discute as
potencialidades, limitacdes e complementaridades entre as abordagens, oferecendo ao professor
um roteiro claro para a integragdo das ferramentas em sala de aula. Ao final do capitulo, uma
sintese consolida as potencialidades e complementaridades entre as trés abordagens.

O Capitulo 5 apresenta as consideracdes finais, retomando os principais achados da
pesquisa e discutindo a complementaridade entre os softwares, a dimensao da légica de progra-
macao explorada nos apéndices, as limita¢des enfrentadas e sugestdes para trabalhos futuros.

Os Apéndices complementam o trabalho com material pratico e detalhado para educa-
dores e pesquisadores. O Apéndice A apresenta uma sequéncia diddtica para o uso do Maxima
no estudo de funcdes trigonométricas e suas inversas; o Apéndice B propde uma atividade in-
vestigativa sobre modelagem de marés, integrando as trés abordagens. Os Apéndices C a G
aprofundam, passo a passo, as resolucdes computacionais de cada uma das seis questdes do
ENEM analisadas no Capitulo 4, com capturas de tela, dicas para o professor, comentdrios
sobre a resoluc@o e notas técnicas sobre o comportamento dos softwares. Os Apéndices H e
I exploram solucdes algoritmicas para a mesma questdo (Questdao 180 - ENEM 2015), utili-
zando légica de programacdo no GeoGebra e no Maxima: o Apéndice H implementa a busca
por meio de comandos de lista e da fung@o buscar_minimo, enquanto o Apéndice I aprofunda
a programacdo com scripts dindmicos em GGBScript e JavaScript, estabelecendo um didlogo

direto com o desenvolvimento do pensamento computacional. Por fim, o0 Anexo A reproduz as
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competéncias especificas da drea de Matematica e suas Tecnologias previstas na BNCC, para

referéncia do leitor.
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1.1 JUSTIFICATIVA

Mais do que uma exigéncia académica, esta pesquisa nasce de uma necessidade real
do dia a dia dos professores que ensinan matematica nas escolas brasileiras. Quem ja viu o
desanimo dos estudantes diante de férmulas trigonométricas aparentemente abstratas sabe a
urgéncia de se promover mudancas. Imagine um professor que, em vez de s6 escrever no
quadro, pode mostrar visualmente como uma fung¢do seno se comporta , as suas oscilacoes,
seu periodo, sua amplitude e com animagdes dindmicas no GeoGebra. E complementarmente,
pode demonstrar como 0 Maxima simplifica cdlculos complexos que antes tomavam um tempo
enorme. Essa ponte entre o abstrato e o concreto é o que buscamos construir.

Esta pesquisa se justifica, primeiro, pelo seu potencial transformador na pratica docente.
Nao se trata apenas de “usar tecnologia”. Trata-se de dar ao professor ferramentas concretas
para descomplicar conceitos, engajar alunos acostumados com linguagens visuais e interativas,
economizar tempo com cdlculos mecanicos e focar na compreensao conceitual.

Para os estudantes, especialmente aqueles que veem a matemadtica como um obsté-
culo intransponivel esta proposta pode significar a diferenca entre a frustragdo e a descoberta.
Quando o aluno manipula com os préprios dedos o grifico de uma fungdo trigonométrica e
v€ instantaneamente as consequéncias, a matemadtica deixa de ser um amontoado de simbolos
misteriosos e se transforma em uma linguagem viva.

Para os professores que sentem dificuldade com tecnologia, este trabalho serve como
um roteiro. Muitas vezes os programas de matematica sdo pouco usados porque os docentes
ndo se sentem preparados. A falta de preparo, e ndo a ma vontade, € o grande obstaculo. Mas
quando o professor se arrisca e aplica esses recursos, ele descobre que eles sdo eficazes. Como
destacam Nogueira, Braga e De S4 [4], o professor precisa ativd-los e aplica-los para que os
alunos se beneficiem.

Hoje, reconhece-se que fazer matemadtica envolve muito mais do que dominar técnicas
ou férmulas. Os alunos devem desenvolver uma disposi¢do de pensar, buscar relacdes, fazer
conjecturas, usar diferentes sistemas de representacao, estabelecer conexdes € comunicar seus
resultados, como enfatizam Moura, Santos e Silva [5].

Isso nos leva a repensar o enseno. Precisamos gerar ambientes de trabalho matemético

onde seja possivel articular diferentes estruturas (algébricas, aritméticas, geométricas). Esses
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quadros permitem representar objetos matematicos em varios registros (tabelas, graficos, for-
mulas...). Infelizmente, no enseno de matemaética e especialmente na formacao de professores
a mudanca de registro raramente € usada como estratégia para solucionar problemas. Essa au-
séncia de integracdo implica uma perda substancial de conhecimento e limita o trabalho a um
unico registro [4].

Este trabalho se propoe a mostrar que essa multiplicidade de significados pode ser apri-
morada com software de geometria dinamica, como o GeoGebra. Mas a aquisi¢do de conheci-
mento profissional nesse campo exige matematica s6lida e anélise dos resultados da implemen-
tacdo.

Ha também uma questdo de equidade social. Trabalhar com softwares gratuitos como
GeoGebra e Maxima garante que escolas publicas e comunidades com menos recursos nao
fiquem excluidas das inovacdes. Todo estudante brasileiro, independentemente da condi¢c@o
socioecondmica, merece acesso as melhores ferramentas de aprendizagem.

O ENEM, neste contexto, ndo ¢ um fim em si, mas uma realidade presente e significativa
na trajetéria dos estudantes. Preparar melhor os estudantes para esse exame significa ampliar
suas oportunidades de acesso ao ensino superior e influenciar positivamente suas vidas. Por trds
de cada grafico, cada comando computacional, cada sequéncia didatica, estd o objetivo maior:
ajudar professores a redescobrir a alegria de ensinar e estudantes a experimentar o prazer de
compreender.

Neste contexto, devemos analisar o papel do professor. Existem vérias ferramentas dis-
poniveis, mas hd muitos empecilhos em sua utilizagdo. Uma barreira € a falta de incentivos
para a formacdo de professores. As escolas até oferecem as ferramentas, mas nem sempre o
treinamento. A dificuldade é ainda maior para professores com mais de vinte anos de carreira,
cuja metodologia muitas vezes se limita ao livro didatico (Moura, 2016).

Pretende-se que esta ndo seja apenas uma pesquisa académica , mas sim uma ferramenta
de transformacgdo no espaco onde a educagdo realmente acontece: na relacdo dialégica entre
quem ensina e quem aprende, mediada por tecnologias que tornam o conhecimento matemético

acessivel, significativo e, acima de tudo, humano.
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2 METODOLOGIA

Este estudo adotou uma abordagem de pesquisa quali-quantitativa, organizada em trés
fases sequenciais que articularam andlise documental, desenvolvimento metodolégico e andlise
comparativa. Conforme destaca Andrade [6], uma dissertacdo deve demonstrar "a habilidade
em realizar estudos cientificos e em seguir linhas mestras na area de formacao escolhida", sendo
fundamental que o pesquisador "evidencie os passos da pesquisa e justifique cada estratégia
adotada".

A primeira fase consistiu na andlise documental das questdes de Fun¢des Trigonométri-
cas do Exame Nacional do Enseno Médio (ENEM). As provas foram obtidas através do portal
oficial do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP) [7],
na se¢do de histérico do exame, com acesso em 25 de margo de 2026. O recorte temporal es-
tabelecido compreendeu as edicdes de 2015 a 2025, abrangendo um periodo de dez anos que
permite identificar tendéncias, padrdes e evolucdes na abordagem das fungdes trigonométricas
ao longo de uma década.

Para a selecdo das questdes, foram adotados critérios especificos. O recorte temporal
considerou as questoes dos ultimos dez anos (2015 a 2025). O foco tematico restringiu-se a
questdes que envolvessem explicitamente Funcdes Trigonométricas, incluindo fungdes seno,
cosseno, tangente e suas aplicagdes. Buscou-se também representatividade, contemplando di-
ferentes niveis de complexidade (facil, médio, dificil) conforme classificagdo do préprio INEP,
e variedade contextual, abrangendo fendmenos periddicos, geometria e aplicacdes ondulatorias.

O processo de identificacdo das questdes seguiu um protocolo sistemadtico. Inicialmente,
realizou-se uma varredura de todas as provas de Matematica e suas Tecnologias no periodo esta-
belecido. Em seguida, procedeu-se a filtragem temadtica, identificando questdes que mencionas-

"non "n.on nn

sem explicitamente termos como "seno", "cosseno"”, "tangente", "fun¢do trigonométrica", "peri-
odo", "amplitude"ou "ciclo trigonométrico". Posteriormente, realizou-se a validag¢ao contextual,
verificando se a resolucio da questdo demandava efetivamente a aplicacdo de conhecimentos
sobre fungdes trigonométricas. Priorizou-se a selecdo da prova azul, visando padronizacdo da
amostra, e, por fim, atribuiu-se identificadores tnicos para cada questdo selecionada.

A aplicagdo dos critérios de busca resultou na identificagdo de 13 questdes que envol-

viam fungdes trigonométricas no periodo analisado. Dentre estas, foram selecionadas 6 ques-

tdes, uma por ano, sempre do caderno azul, totalizando 6 questdes para andlise aprofundada.



22

As 7 questdes restantes foram descartadas por ndo atenderem a pelo menos um dos seguintes
critérios: conteudo redundante, apresentavam nivel de complexidade redundante em relagcdo as
Ja selecionadas, ou possuiam contextualizacdo muito semelhante a outras questdes do mesmo
ano. Este protocolo de selecdo permite que outros pesquisadores reproduzam o procedimento
em futuras investigacoes.

As questdes selecionadas estdo organizadas na Tabela 2.1, que sentetiza os anos, cader-

nos, numeragoes, temas especificos e niveis de complexidade.

Tabela 2.1 — Questoes do ENEM sobre Fungdes Trigonométricas (2015-2025)

Ano | Caderno | Questio Tema Especifico Nivel

2025 Azul 160 Funcao Tangente - Periodo, | Médio

Deslocamento Horizontal,
Anélise Gréfica

2023 Azul 142 Funcao Seno - Valor méximo | Médio
e minimo e Amplitude
2019 Azul 177 Fungdes Seno - Interpretagao | Dificil
e Periodo
2018 Azul 170 Fungdo Seno e Cosseno - Médio

Representagdo grifica,
amplitude e periodo

2017 Azul 166 Funcao Cosseno - Amplitude | Médio
e Periodo

2015 Azul 115 Funcao Cosseno - Maximo e | Médio
Minimo

Fonte: Elaborado pelo autor com base nos microdados do INEP (2015-2025), acesso em 26 de
marco de 2026.

Na segunda fase, foi realizada a andlise comparativa das estratégias de resolucdo. Cada
questdo selecionada foi abordada através de trés metodologias distintas: resolucdo analitica
tradicional, utilizando l4pis e papel; resolucdo com o software GeoGebra, explorando suas fer-
ramentas de visualizacdo gréifica e geometria dinamica; e resolucdo com o software Maxima,
utilizando seus recursos de computagdo algébrica e manipulagdo simbodlica. Nogueira, Braga e
De S4 [4] ressaltam que "a utilizacdo de tecnologias digitais deve ser incentivada, pois amplia
as possibilidades de aprendizagem", enquanto Giraldo, Caetano e Mattos [8] observam que os
sistemas de computacdo algébrica "podem ser vistos como poderosas calculadoras cientificas,

capazes de efetuar cdlculos e produzir graficos com grande precisdo e versatilidade".
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A comparagdo entre as abordagens foi realizada com base em parametros factiveis di-
ante da natureza tedrica deste estudo, considerando os recursos graficos de cada software, ou
seja, sua capacidade de gerar visualizacdes das funcdes trigonométricas com qualidade e intera-
tividade; as possibilidades de manipulacdo, entendidas como a facilidade de alterar pardmetros
como amplitude, periodo e fase e observar instantaneamente as modificacdes no comporta-
mento das fung¢des; e a facilidade da interface, relacionada a curva de aprendizado necessdria
para operar cada software e sua intuitividade para estudantes do Enseno Médio. Além disso,
considerou-se o tipo de andlise oferecida por cada ferramenta, distinguindo-se fundamental-
mente entre andlise grafica, presente no GeoGebra, e andlise numérica, caracteristica do Ma-
xima em certas operacdes. Conforme corrobora Giraldo, Caetano e Mattos [8], essa distin¢ao
implica a possibilidade de aparecimento de erros de arredondamento ou truncamento no caso
da andlise numérica, aspecto que deve ser considerado na escolha da ferramenta mais adequada
para cada tipo de problema. Outro parametro fundamental foi a complementaridade entre os
softwares, identificando situagdes em que a abordagem visual do GeoGebra é mais adequada,
como na compreensdo de periodo, amplitude e fase, € momentos em que a manipulacdo algé-
brica do Maxima se destaca, como na simplificagdo de expressoes e resolucao exata de equacoes
trigonométricas.

Como destaca Oliveira [9], "a utilizacdo do Software Maxima em sala durante o enseno
de matrizes tem como objeto facilitar a compreensdo dos conteddos ministrados", premissa
que se estende ao estudo de fungdes trigonométricas. De maneira andloga, Braga e Nogueira
[10] afirmam que a geometria dindmica, como qualquer tecnologia, ndo oferece uma panaceia
mdgica para aprender matemadtica apenas pelo movimento na tela, sendo necessario que o aluno
analise criticamente ou seja orientado a observar e examinar o que estd acontecendo na tela para
que a aprendizagem ocorra efetivamente.

Como produto final, foi desenvolvida uma sequéncia diddtica que integra as trés abor-
dagens de forma senérgica, oferecendo aos educadores um material pedagogicamente funda-
mentado para o enseno de Fun¢des Trigonométricas com suporte tecnoldgico. A sequéncia foi
organizada em formato modular, com abordagem tripla, guias passo a passo, atividades praticas
e material de apoio para professores. Moura, Santos e Silva [5] destacam que "a visualizac@o

¢ um meio alternativo de acessar o conhecimento matematico"e que "a compreensao de con-
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ceitos matemadticos requer multiplas representacdes”, justificando a integracdo proposta neste
trabalho.

A pesquisa caracteriza-se como aplicada, com abordagem quali-quantitativa, combi-
nando andlise interpretativa com dados mensurdveis. Quanto aos procedimentos, adotou-se
pesquisa documental, desenvolvimento experimental e andlise comparativa. Os objetivos foram
exploratorios e descritivos, visando tanto a compreensdo do fendmeno quanto a proposi¢do de

solugdes.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 A BNCC e as Funcoes Trigonométricas

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) € um documento normativo que define o
conjunto de aprendizagens essenciais que todos os estudantes devem desenvolver ao longo da
Educacgdo Basica. Ela assegura os direitos de aprendizagem e desenvolvimento [3]. Instituida
em 2017, a BNCC passou a orientar sistemas educacionais e escolas de todo o pais, organizando
os curriculos em uma base comum e uma parte diversificada.

No Enseno Médio, a BNCC se organiza por dreas do conhecimento. Uma delas é Ma-
temadtica e suas Tecnologias. Essa drea visa promover o raciocinio légico, a capacidade de
resolver problemas, a argumentacdo matemadtica e a interpretacdo de diferentes linguagens e
representacdes.

De acordo com a BNCC, as competéncias especificas da drea de Matemética e suas

Tecnologias no Enseno Médio envolvem:

» Usar estratégias e procedimentos matemaéticos para interpretar situagdes em diversos con-

textos;

* Propor acdes para investigar desafios do mundo contemporineo e tomar decisdes éticas e

socialmente responsaveis;
* Construir modelos, resolver problemas e avaliar a plausibilidade dos resultados;

* Compreender e usar diferentes registros de representacdo (algébrico, geométrico, estatis-

tico, grafico e computacional);

* Investigar e estabelecer conjecturas, usando experimentagdes, observacoes, tecnologias e

estratégias diversas.

No eixo da Algebra, as fungdes trigonométricas ocupam papel central. Elas permitem
ao estudante compreender e modelar fendmenos periddicos, fazer andlises graficas e simboli-
cas, € interpretar relagdes matematicas em contextos reais (BNCC, 2018). Esses fendmenos
incluem, por exemplo, o movimento de um péndulo, a variacdo das marés, ondas sonoras (notas
musicais), oscilacdes de uma mola, fases da lua, batimento cardiaco, ondas de radio e até a

propagacdo da luz.
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A abordagem das fungdes seno, cosseno e tangente promove o desenvolvimento da
Competéncia Especifica 3 (que articula resolu¢ao de problemas, modelagem e argumentagao).
Também contribui para as Competéncias 1 e 4 (uso de multiplas representacdes) e para a Com-
peténcia 5 (investigacao de padrdes e regularidades).

Portanto, o enseno das func¢des trigonométricas, conforme orienta a BNCC, deve ir além
da aplicagdo mecanica de formulas. Ele deve buscar a compreensao conceitual e inserir o estu-
dante em préticas investigativas — o que justifica o uso de recursos tecnolégicos como GeoGebra

e Maxima.

Tabela 3.1 — Descri¢do de Habilidades conforme a BNCC

Habilidades Descricao
EM13MAT306 Resolver e elaborar problemas em contextos que
envolvem fendmenos periddicos reais (ondas
sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre
outros) e comparar suas representacoes com as
fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com
ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e
geometria.

EM13MAT404 Identificar as caracteristicas fundamentais das
fungdes seno e cosseno, por meio da comparagdo
das representagdes em ciclos trigonométricos e
em planos cartesianos.

Fonte: Elaborado pelo autor com base na BNCC (BRASIL, 2018).

3.2 O Software GeoGebra

O GeoGebra é um software dinimico de matematica para uso em sala de aula, abran-
gendo dreas como geometria, dlgebra e cdlculo. O programa permite fazer construgdes geomé-
tricas usando pontos, linhas, segmentos e poligonos, além de introduzir funcdes e alterar todos
esses objetos dinamicamente apds a conclusdo da constru¢do. Equacgdes e coordenadas tam-
bém podem ser inseridas diretamente. Conforme destacam Braga e Nogueira [10], o GeoGebra
¢ capaz de lidar com varidveis, nimeros, pontos, vetores, funcdes derivadas e integradoras,
fornecendo comandos para encontrar raizes e pontos extremos de uma funcdo. Com isso, 0
programa reune as ferramentas tradicionais da geometria com outras mais convenientes para

algebra e cdlculo, permitindo trabalhar também com geometria em trés dimensoes.



27

O GeoGebra estd disponivel gratuitamente e pode ser acessado de duas formas princi-
pais: online, através do site oficial www.geogebra.org [18], ou offline, mediante download da
versdo Classic para Windows, Mac ou Linux no mesmo endereco. Para este trabalho, utilizou-se
a versao online do GeoGebra, por sua facilidade de acesso e dispensa de instalagdo.

As caracteristicas intrinsecas do GeoGebra, em sua capacidade como conector dinamico
para multiplas representacdes, baseiam-se nas potencialidades do trabalho simultineo com a
Visualizagdo Gréfica, a Planilha e a Janela Algébrica. Moura, Santos e Silva [5] destacam
que isso possibilita sua implementacdo como integradora de registros, permitindo a criagdo de
vinculos entre diferentes estruturas e, a partir delas, a criacao e justificativa de novas técnicas de
resolucao, bem como novas anélises que permitam um estudo global dos problemas modelados.

Nogueira, Braga e De Sa [4] ressaltam que a mera implementacdo de ferramentas de
computador ndo gera externamente a integracdo conceitual desejada para as tarefas a serem
executadas em tais ambientes. Portanto, a escolha dos problemas é fundamental, pois eles le-
vam a conjectura com a ajuda do software, para que a atividade matemética ndo permanec¢a em
uma simples observagdo ou no cdlculo, mas sim em tornar explicitas as propriedades e conceitos
postos em jogo, permitindo justificar as observacdes feitas. Surge entdo a necessidade de ela-
borar ou selecionar problemas que, através de seu estudo usando ferramentas computacionais,
favorecam a integracdo desejada.

Os softwares educacionais tém a capacidade de aprimorar o componente visual da ma-
temadtica, atribuindo um papel importante a visualiza¢do no enseno. Moura, Santos e Silva [5]
afirmam que a visualizacdo atinge uma nova dimensdo quando o ambiente de aprendizagem
com computadores é considerado um grupo de pensamento especifico, onde professores, alu-
nos, midia e conteido matematico residem juntos e, mais do que isso, pensam juntos. Nesse
grupo, o meio adquire outro status, indo além da exibi¢cdo de uma imagem. Mais especifica-
mente, é possivel dizer que o software se torna um ator no processo de fazer matematica.

Braga e Nogueira [10] alertam, no entanto, que muitos professores utilizam o software
de geometria dinamica como um quadro-negro glorificado, estendendo a geometria de lapis e
papel. Utilizada dessa maneira, a nova tecnologia nao é tdo boa quanto a tecnologia antiga.
Para continuar usando a nova tecnologia para fazer matematica, € preciso aprender a usi-la de
maneira que transforme a atividade matematica, permitindo fazer coisas que antes ndo seriam

possiveis. Os autores afirmam que a geometria dindmica, como qualquer tecnologia, ndo ofe-
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rece uma panaceia magica para aprender geometria apenas pelo movimento na tela. A menos
que o aluno analise criticamente ou seja orientado a observar e examinar o que estd acontecendo
na tela, muito pouco aprendizado ocorrerd.

Nogueira, Braga e De Sa [4] complementam que a visualizacdo pode ser muito util
como ferramenta para um aluno avancado, mas pode até distrair um novato do aprendizado
de matemadtica. Para comecar a usar a geometria dindmica, é necessario repensar criticamente
o contetido, os objetivos e a abordagem didética utilizada, sendo que a implementacdo dessa

abordagem deve ser constantemente avaliada e revisada.

3.2.1 Interface do GeoGebra

O GeoGebra apresenta uma interface integrada que combina diferentes representacdes
matematicas. Conforme ilustrado na Figura 3.1, a interface € composta por: (A) Barra de fer-
ramentas para constru¢io geométrica; (B) Area grafica para visualizacio dinamica; (C) Campo

de entrada para comandos algébricos.

Figura 3.1 — Interface do GeoGebra Classic com destaque para as dreas de trabalho

GeoGebra Calculadora A/ Grafica ~ < ATRIBUIR ENTRAR

+ Ennda. @ 4 o

Fonte: O autor.

Esta interface permite que os estudantes interajam simultaneamente com representagoes
geométricas, algébricas e numéricas das funcdes trigonométricas, facilitando a compreensao de

conceitos como periodo, amplitude e deslocamento de fase.
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3.3 O Software Maxima

3.3.1 Maxima: Sistema de Computacao Algébrica de Codigo Aberto

O Maxima configura-se como um software educacional de cédigo aberto e gratuito que,
conforme Oliveira [9], constitui um sistema para manipulacdo de expressdes numéricas e sim-
bdlicas. O Maxima € uma linguagem computacional que permite realizar cdlculos numéricos
e simbdlicos, representacdes gréficas e efetuar programacao, possuindo uma grande variedade
de comandos para os diversos ramos da Matematica (Alves, 2018, p. 49). Esta caracteris-
tica fundamental permite que o programa realize cdlculos de limites, diferenciacdo, integragao,
operacdes com matrizes e funcdes, entre outras funcionalidades.

O Maxima esta disponivel gratuitamente e pode ser baixado através do site oficial
https://maxima.sourceforge.io/ [19], onde estdo disponiveis versdes para diferentes sistemas
operacionais, incluindo Windows, Linux e macOS. O fato de o Maxima possuir uma Licenca
Publica GNU (GPL) possibilita que seja instalado em qualquer computador e seja explorado ou
distribuido sem qualquer empecilho ou custo adicional [11]. Para este trabalho, utilizou-se a

versio 5.47.0 com interface wxMaxima versao 23.05.1.

3.3.2 Origens Historicas e Desenvolvimento

A trajetdria histérica do Maxima remonta ao Instituto Tecnoldgico de Massachusetts
(MIT), onde, segundo Oliveira [9], foi desenvolvido no final da década de 1960, sendo o suces-
sor do Macsyma. Alves [11] corrobora essa origem ao afirmar que o WxMAXIMA (interface
do Maxima) surgiu a partir do Macsyma, um sistema de Algebra Computacional desenvolvido
na década de 1970 no MIT (Projeto MAC).

Um marco decisivo em sua evolucdo ocorreu em 1998, quando William Schelter obteve
permissdo para liberar o cédigo-fonte sob a licenca de software livre GPL (General Public
License). Esta transicdo, conforme Vaz [12], apresenta diversas vantagens, como acesso ao
codigo fonte, estimulo ao desenvolvimento de um espirito de comunidade, maior seguranca,

incentivo ao trabalho colaborativo e criagdo de patrimdnio cultural da humanidade.
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3.3.3 Caracteristicas Técnicas e Funcionalidades

Tecnicamente, o Maxima se caracteriza, nas palavras de Giraldo, Caetano e Mattos [8],
como um sistema de computagdo algébrica que integra recursos numéricos, graficos e simbo-
licos, podendo ser visto como uma poderosa calculadora cientifica, capaz de efetuar célculos e
produzir graficos com grande precisdo e versatilidade. Sua capacidade de visualizagdo também
¢ destacada por Oliveira [9], que observa que o programa permite a visualiza¢do e o processa-
mento de dados em duas ou trés dimensdes, oferecendo uma ampla gama de ferramentas para
andlise matematica e computacional.

Contudo, como alerta Giraldo [8] ;

a interpretacdo de resultados produzidos por ferramentas computacionais sim-
bélicas, mesmo nos sistemas de computacio algébrica mais poderosos, como
por exemplo o software WxMAXIMA, ndo dispensa ou substitui o conheci-
mento dos conceitos matematicos envolvidos. [11](Giraldo ,2012, p. 209 apud
Alves, 2018, p. 91)

Essa ressalva é fundamental para que o uso do software ndo se torne um fim em si

mesmo, mas sim um meio para aprofundar a compreensdo conceitual.

3.3.4 Interface e Operacionalizacao

A interface do Maxima, particularmente na versao wxMaxima, oferece multiplas formas
de intera¢do. Conforme Vaz [12], os comandos sdo acompanhados pelos simbolos %in (entrada)
e %on (saida). Todos os comandos no Maxima devem ser finalizados com ponto e virgula ou
com o simbolo $ e, para obter a saida, deve-se pressionar simultaneamente as teclas Shift+Enter

ou Ctrl+Enter.

3.3.5 Aplicacoes Pedagégicas

No contexto educacional, Oliveira [9] defende que a utilizacdo do Software Maxima
em sala de aula, especialmente no enseno de matrizes, tem como objetivo facilitar a compre-
ensdo dos conteidos ministrados. Esta implementagdo, segundo o autor, demanda recursos de
multimidia em sala ou, preferencialmente, a utiliza¢do do laboratério de informaética.

Souza [13], em pesquisa sobre o impacto do Maxima no enseno de fungdes quadraticas,

relata que os alunos afirmaram que “o Maxima facilitou a visualizacio dos graficos e a resolugcdo
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Figura 3.2 — Interface do Maxima (wxMaxima)
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Fonte: O autor.

de calculos algébricos que, manualmente, poderiam ser mais trabalhosos”. A autora conclui que

a utilizacdo do Maxima;

quando bem planejada e acompanhada pela orienta¢do pedagdgica do profes-
sor, € eficaz para auxiliar na aprendizagem de contetidos matematicos, pro-
porcionando aulas mais dindmicas, interativas e permitindo a compreensdo de
conceitos mais abstratos. [13](Souza, 2025, p. 72).

Além disso, Souza [13] destaca que, embora alguns alunos relatem dificuldades iniciais
com os comandos em inglés e com a sentaxe especifica do software, a adaptagdo ocorre ao longo
das atividades e os beneficios superam os desafios. A pesquisadora também ressalta o papel
fundamental do professor como mediador, condicionando o uso eficaz do Maxima a orientagao
docente Souza[13]. Essa perspectiva complementa as observacdes de Alves[11], que reforca
que a interacdo professor-aluno € imprescindivel em todo o processo, sendo o software uma

ferramenta de auxilio, ndo um substituto do conhecimento.

3.3.6 Materiais Complementares para Estudo do Maxima

Para aqueles que desejam aprofundar seus conhecimentos no Maxima e explorar todas
as suas funcionalidades, hd uma vasta gama de materiais gratuitos disponiveis. O ponto de

partida mais completo € o manual oficial do software, que pode ser acessado tanto em formato
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HTML quanto em PDF!, sendo que a versio em portugués, embora um pouco desatualizada,
ainda oferece uma excelente visdo geral da estrutura e dos comandos bésicos. Para uma leitura
mais atualizada, recomenda-se a versdo em inglés, disponivel no site oficial do projeto.

Além do manual, existem tutoriais praticos que sdo ideais para uma primeira aproxima-
¢do, como o conhecido "Maxima em 10 passos"z, desenvolvido por universidades brasileiras,
que guia o usudrio pelos comandos essenciais de forma objetiva. Também sdo encontradas
apostilas didéticas organizadas por niveis de dificuldade?, que podem ser adquiridas ou baixa-
das, oferecendo uma estrutura de curso progressivo para quem prefere um estudo mais dirigido.

Por fim, diversas instituicdes de enseno superior, como a UFSCar, a UFSC e a UFPB,
disponibilizam em seus portais roteiros e tutoriais adaptados para disciplinas de cdlculo e al-
gebra4, 0 que demonstra a relevancia do Maxima no ambiente académico. Esses materiais,
somados a vasta documentagdo oficial, fornecem ao leitor todos os recursos necessarios para

dominar o software e aplicd-lo em seus estudos e praticas docentes.

3.3.7 Relevancia para o Enseno de Funcoes Trigonométricas

Embora os trabalhos citados focalizem aplica¢des em algebra linear e fun¢des quadrati-
cas, as funcionalidades descritas estendem-se naturalmente ao estudo de fungdes trigonométri-
cas. A capacidade de manipulacdo de expressdes simbdlicas e integracdo de recursos numéri-
cos, grificos e simbdlicos posiciona 0 Maxima como ferramenta valiosa para simplificagdo de
identidades trigonométricas, resolu¢do de equagdes e andlise de propriedades periddicas.

A possibilidade de trabalhar com expressdes gerais, como f(x) = a+bsen(cx+d), e
de obter solug¢des simbdlicas exatas, evita os erros de arredondamento comuns em aproxima-
coes numéricas. Conforme observa Souza [13](2025, p. 67), o software permitiu que alunos

“visualizassem rapidamente os gréficos das func¢des, identificassem o formato das parabolas,

1

Versao em inglés (PDF): http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/en/maxima.pdf.
Tutorial "Maxima em 10 passos", disponivel em repositérios de universidades como a USP:
https://www.ime.usp.br/ mfranca/maxima;0,assos.pd f.

Apostilas  disponiveis em plataformas como o Clube de Autores, por exemplo:
https://www.clubedeautores.com.br/livro/apostila-de-maxima.

Exemplos de roteiros: UFSCar: http://www.dm.ufscar.br/professor/waldecir/arquivos/maxima.pdf;
UFSC: https://www.ufsc.br/documents/...; UFPB: http://www.mat.ufpb.br/....

Manual do Maxima em portugués (HTML): http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/pt/maxima.html.
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localizassem o vértice e as raizes de maneira pratica”, habilidades que, no contexto trigonomé-
trico, correspondem a identificacdo de amplitude, periodo, fase e deslocamento vertical.

Esta complementaridade com abordagens visuais, como as do GeoGebra, fundamenta a
proposta metodoldgica deste trabalho, que busca explorar de forma conjunta o rigor algébrico
do Maxima e a intui¢do geométrica proporcionada pelo GeoGebra no enseno de fungdes trigo-
nométricas. Enquanto o GeoGebra permite a exploracdo dindmica e a visualizacdo imediata, o
Maxima consolida a formalizagdo e a validacdo analitica, promovendo uma aprendizagem mais

completa e significativa.

3.3.8 Funcoes Trigonométricas: Fundamentos Tedricos

As fungdes trigonométricas constituem uma classe particularmente importante de fun-
coes reais, pois modelam fendmenos periddicos presentes em diversas dreas do conhecimento.
Conforme destaca Lima et al. (2006), as fungdes seno e cosseno sao definidas a partir da proje-
cdo de um ponto que percorre o circulo unitdrio sobre os eixos coordenados, o que lhes confere
propriedades notdveis, como a periodicidade, com periodo fundamental 27, e a imagem contida
no intervalo [—1, 1]. Os autores ressaltam ainda que tais fungdes sdo exemplos paradigmaticos
de funcdes que ndo sdo injetoras nem sobrejetoras, e cujo estudo exige a compreensdo de con-
ceitos como amplitude, periodo, fase e deslocamento vertical, especialmente quando expressas
na forma geral f(x) =a+bsen(cx+d) ou f(x) =a+bcos(cx+d).

A andlise das transformacdes sofridas por uma funcdo trigonométrica a partir de sua
forma geral é fundamental para a interpretacdo de graficos e para a modelagem de situacdes
reais. Lima et al. (2006) exploram detalhadamente como os parametros a, b, ¢ e d atuam
sobre o grafico da funcdo seno ou cosseno: o parametro a produz uma translagdo vertical; b
controla a amplitude, ou seja, a variacdo maxima em torno do valor médio; c¢ altera o periodo,

T

dado por |2—

o> © d promove um deslocamento horizontal (fase). Os autores enfatizam que a

compreensao desses efeitos € essencial ndo apenas para a manipulacdo algébrica, mas também

para a interpretagdo de fendmenos oscilatérios, como ondas, marés e movimentos circulares.

sen(x)
cos(x)’

Além das fungdes seno e cosseno, a fungdo tangente, definida por (x) = apre-
senta caracteristicas proprias que a distinguem das demais funcdes trigonométricas. Lima et
al. (2006) observam que a tangente tem periodo 7 e nio estd definida para valores de x onde

cos(x) = 0, o que gera assintotas verticais em seu grafico. Essa particularidade torna a fun-
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cdo tangente especialmente adequada para modelar situagdes em que hé crescimento ilimitado
nas proximidades de pontos de descontinuidade, como ocorre em problemas de enchimento de
recipientes ou em fendmenos de ressonancia.

Dessa forma, os fundamentos tedricos apresentados por Lima et al. (2006) fornecem a
base conceitual necessdria para a compreensao das func¢des trigonométricas, enquanto as ferra-
mentas computacionais como GeoGebra e Maxima , atuam como recursos que potencializam
a visualizagdo, a experimentacdo e a validagdo algébrica dos conceitos, em consonancia com a

proposta metodoldgica deste trabalho.

3.3.9 Pensamento Computacional e o Uso de Softwares Educacionais

O pensamento computacional (PC) pode ser definido como um conjunto de habilidades
e processos mentais que envolvem a formulacdo de problemas e a organizacdo de solugdes de
maneira que possam ser executadas por um agente computacional, humano ou miquina. Wing
(2006)[14], uma das precursoras do termo, o descreve como ‘“‘uma habilidade fundamental para
todos, ndo apenas para cientistas da computa¢io”. No contexto educacional, o PC ndo se limita
ao enseno de programacio; ele engloba estratégias de resolucdo de problemas que incluem a
decomposicao, o reconhecimento de padrdes, a abstracdo e o design de algoritmos.

Esses quatro pilares constituem a base do pensamento computacional aplicado a mate-

matica:
* Decomposi¢ao: quebrar um problema complexo em partes menores € mais gerenciaveis.

* Reconhecimento de padroes: identificar semelhancas ou regularidades entre problemas

ou dentro de um mesmo problema.

* Abstracdo: focar nas informacgdes relevantes e ignorar detalhes irrelevantes, generali-

zando solugdes.

* Design de algoritmos: desenvolver uma sequéncia ordenada de passos (instru¢des) para

resolver um problema ou realizar uma tarefa.

Esses pilares podem ser desenvolvidos em diferentes disciplinas, € a matematica, especialmente

o estudo de fungdes trigonométricas, oferece um campo fértil para sua aplicagdo.
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A prépria organizacdo da Computagdo na Educacio Bésica dialoga diretamente com es-
ses pilares. O documento, homologado pelo Conselho Nacional de Educagdo em 2022 como
complemento a BNCC [15], estrutura a area em trés eixos, Pensamento Computacional, Mundo
Digital e Cultura Digital e situa, entre as competéncias especificas para o Enseno Médio, a capa-

cidade de propor e analisar solu¢cdes computacionais em diferentes dominios do conhecimento:

Compreender as possibilidades e os limites da Computacio para resolver pro-
blemas, tanto em termos de viabilidade quanto de eficiéncia, propondo e anali-
sando solucdes computacionais para diversos dominios do conhecimento, con-
siderando diferentes aspectos. (BRASIL, 2022, p. 62)

Essa competéncia aproxima-se diretamente da proposta deste trabalho: no enseno de
fungdes trigonométricas, o GeoGebra e o Maxima funcionam como um dominio de aplicagdo
em que o aluno decompde o problema, reconhece padrdes nos parametros das fungdes e gene-
raliza solucdes. Os mesmos processos que a norma busca desenvolver.

A integracdo entre tecnologia e educagdo matemadtica tem avancado significativamente
nos ultimos anos, especialmente no que se refere ao desenvolvimento do pensamento compu-
tacional. Macedo e Alves (2025)[16] destacam que o pensamento computacional na educagao
bdsica “se configura como uma ferramenta poderosa para articular competéncias cognitivas, so-
ciais e digitais”, favorecendo uma aprendizagem mais contextualizada e alinhada as demandas
do século XXI. Essa perspectiva estd em sentonia com a BNCC, que enfatiza a cultura digital
como uma das competéncias gerais.

No contexto do enseno de funcdes trigonométricas, o uso de softwares como GeoGebra
e Maxima pode potencializar o desenvolvimento dos quatro pilares do pensamento computaci-
onal. Abar e Almeida (2024)[17] afirmam que “tem-se como proposta desenvolver habilidades
do Pensamento Computacional, por meio de atividades com os comandos do GeoGebra”, mos-
trando que o software vai além da geometria dindmica, atuando também como ambiente para a
construcdo de algoritmos e a resolugdo estruturada de problemas.

No GeoGebra, a criagdo de applets interativos permite que o aluno decomponha um pro-
blema complexo, como determinar o periodo de uma fungao seno, em etapas menores: definir
a funcdo, ajustar parametros, observar mudancas no grafico e formular conjecturas. Essa abor-
dagem estd diretamente relacionada a decomposi¢do e ao reconhecimento de padrdes. Além
disso, o GeoGebra pode ser utilizado para simular algoritmos, como a aproximacao do seno por

séries de Taylor, tornando o pensamento computacional visivel e operacional.
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a

Ja o Maxima, por ser um sistema de computacao algébrica, favorece os pilares da abs-
tracdo e do design de algoritmos. Ao resolver uma equacio trigonométrica, por exemplo, o
software utiliza o comando solve para obter a solu¢do geral na forma simbdlica. Diferen-
temente de uma calculadora numérica, que forneceria apenas uma aproximacgdo decimal para
uma solucdo particular, o Maxima retorna uma expressao que contempla todas as solucdes pos-
siveis, parametrizada por um ndmero inteiro k. Por exemplo, ao resolver a equacao sen(x) =0,
o Maxima devolve x = 7wk, com k € 7Z, expressao que generaliza todas as raizes da funcao seno.
Essa representacao simbdlica explicita a periodicidade da funcao e permite ao estudante com-
preender que, para cada valor inteiro de k, obtém-se uma solugdo distinta, fundamental para a
resolucdo de problemas em intervalos restritos. Além disso, o Maxima permite que o usudrio
substitua valores especificos para k e obtenha as solugdes particulares desejadas, como x = 0,
X =T, x = 27, etc., promovendo a articulacio entre o geral e o particular. Essa capacidade de
generalizagdo algébrica, aliada a possibilidade de testar casos concretos, contribui para o desen-
volvimento do pensamento computacional, uma vez que o estudante é levado a refletir sobre a
estrutura da solucdo e a construir algoritmos para explorar diferentes cendrios.

, estimulando o aluno a generalizar resultados. Macedo e Alves (2025)[16] reforcam
que “a tecnologia, quando bem planejada, ndo substitui o raciocinio, mas amplia a capacidade
de abstracdo e modelagem”. O Maxima também permite a criacdo de pequenos programas
(scripts) que automatizam célculos repetitivos, como a determinacdo de maximos e minimos de
fungdes trigonométricas em intervalos fechados.

A articulagdo entre os dois softwares, GeoGebra e Maxima, pode ser vista como um am-
biente integrado para o desenvolvimento do pensamento computacional. Enquanto o GeoGebra
oferece uma interface visual e interativa para explorar padroes e testar hipoteses, o Maxima for-
nece o suporte simbdlico e algoritmico para validar e generalizar os resultados. Dessa forma, o
estudante ndo apenas resolve questdes do ENEM, mas também desenvolve competéncias com-
putacionais essenciais para sua formagao.

Assim, incorporar o pensamento computacional no enseno de fungdes trigonométricas,
mediado por softwares como GeoGebra e Maxima, ndo é apenas uma tendéncia pedagdgica,
mas uma necessidade formativa, alinhada as diretrizes curriculares contemporaneas e as exi-

géncias de uma sociedade cada vez mais digital.
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4 ANALISE E DISCUSSAO

4.1 Questoes Selecionadas do ENEM

Foram analisadas seis questdes do ENEM, abrangendo o periodo de 2015 a 2025, todas
extraidas do caderno azul. Para cada questao, a apresentacao estd organizada em trés subsecdes:
a primeira traz a resolucdo analitica tradicional; a segunda, a resolu¢do com o software Geo-
Gebra, explorando sua abordagem visual e dinamica; a terceira, a resolu¢do com o Maxima,
utilizando sua capacidade de manipulagdo algébrica e simbdlica. Em cada se¢do sdo feitos os
encaminhamentos pedagdgicos, com €nfase nas potencialidades, limitagdes e complementari-
dades entre as ferramentas encontradas em questao analisada.

A andlise das questdes evidencia que cada abordagem, analitica, visual (GeoGebra) e
simbdlica (Maxima), apresenta potencialidades e limitagdes especificas. A simples justaposicao
dessas formas de resolver problemas ndo garante uma aprendizagem significativa; € necessario
articuld-las em um movimento pedagdégico que valorize tanto a intuicdo geométrica quanto o
rigor algébrico e a precisdo conceitual da matematica formal. Cada se¢do deste capitulo enfatiza
o didlogo entre a situagdo-problema, os conceitos trigonométricos envolvidos e o papel de cada
ferramenta, oferecendo ao professor um roteiro claro e articulado que evita repeticdes e foca na
complementaridade metodoldgica.

O ensino de funcdes trigonométricas frequentemente esbarra na dificuldade de abstracdo
e na transi¢do entre diferentes registros de representacdo. Os Parametros Curriculares Nacionais
jé alertavam que o estudo da trigonometria deve estar ligado a aplicacdes, evitando excesso de
calculos algébricos e enfatizando a andlise de graficos [20]. As Orientacdes Curriculares para o

Ensino Médio reforcam a necessidade de superar barreiras tradicionais:

E preciso atencdo a transicdo do seno e do cosseno no tridngulo retangulo (em
que a medida do angulo € dada em graus), para o seno e o cosseno, definidos
como coordenadas de um ponto que percorre um arco do circulo de raio unité-
rio com a medida em radianos. As funcdes trigonométricas devem ser enten-
didas como extensdes das razdes trigonométricas entio definidas para angulos
com medida entre 0° e 180°. [21](BRASIL, 2006, p. 74 apud Lopes, 2023, p.
15)

Nesse contexto, as tecnologias digitais assumem papel central. O GeoGebra destaca-
se pela visualizacdo dindmica: Dantas [22] ressalta que seu uso contribui significativamente

para a aprendizagem de aspectos inerentes ao comportamento das funcdes seno, cosseno e tan-
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gente. A geometria dindmica permite manipular centenas de imagens sobrepostas de forma
interativa [21], e Nogueira [23] observa que os elementos se ajustam em tempo real, permi-
tindo explorar propriedades de forma visual e intuitiva. Sobre o papel das midias digitais, as
Orientacdes Curriculares afirmam que softwares como esses provocam o processo de “pensar
matematicamente”, levando os alunos a experimentar, testar hipéteses, esbocar conjecturas e
criar estratégias [21](BRASIL, 2006, p. 88 apud Lopes, 2023, p. 22).

O Maxima complementa essa abordagem com o rigor da computagdo algébrica simbo-
lica. Oliveira [9] destaca sua capacidade de realizar cdlculos simbdlicos com precisdo, sendo
util para verificar periodicidade e generalizar solug¢des. Giraldo, Caetano e Mattos [8] o descre-
vem como uma poderosa calculadora cientifica, capaz de efetuar calculos e produzir grificos
com grande versatilidade. Alves [11] ressalta que o Maxima permite cdlculos numéricos, sim-
bdlicos, representacdes graficas e programacdo, enquanto Souza [13] demonstra sua eficicia na
compreensao de conceitos abstratos quando bem planejado. Por ser livre, 0 Maxima torna-se
acessivel a escolas publicas, conforme salienta Vaz [12].

A articulacdo entre GeoGebra e Maxima favorece o desenvolvimento de muiltiplas re-
presentacdes € o pensamento computacional. Macedo e Alves [16] afirmam que o pensamento
computacional se configura como ferramenta poderosa para articular competéncias cognitivas,
sociais e digitais, e Abar e Almeida [17] propdem atividades com comandos do GeoGebra para
desenvolver habilidades de decomposi¢do, reconhecimento de padrdes, abstracdo e design de
algoritmos. As secOes seguintes aprofundam, para cada questio, como as trés abordagens po-

dem ser integradas em sala de aula.

4.2 Questao 160 - ENEM 2025

Um recipiente tem um formato que faz com que, ao ser enchido de 4gua com uma vazao
constante, a distdncia D da lamina de dgua ao tampo da mesa, em centimetro, aumente em

relacdo ao tempo 7', em minuto, de acordo com uma funcdo do tipo

D = k+tan[p(T +m)],
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sendo os parametros k, p € m ndmeros reais, para 7 variando entre 0 e 4 minutos, conforme

ilustrado na figura, na qual estdo apresentadas assintotas verticais da fun¢ao tangente utilizada

na defini¢do de D.
Figura 4.1 — Questdo 160 - Prova Azul - ENEM 2025

AD

30

- T
Tampo da mesa /¢ ¢'\ ”
527 i 5421

2 2

g

Fonte: INEP (2025).

A expressio algébrica que representa a relagdo entre D e T é:
A) D=25+tan[30(T — >F%)]
B) D=4+tan [30 (T +3)]
C) D=4+tan[2,5 (T +342%)]
D) D=30+tan [5(T —5)]

(T=3)]

2I—

E) D=30+tan|
4.2.1 Resolucio Analitica - Questao 160 - Prova Azul - ENEM 2025
A funcdo dada € do tipo:

D = k+tan[p(T +m)].



Passo 1 : Determinacao de p

Observando o grafico, as assintotas verticais estdo em:

5-2xm 542w
T = .
2 ¢ 2

A distancia entre assintotas consecutivas da tangente é:

T
AT = —.
p

Calculando essa distancia:

_5+2n_5—27r_

AT
2 2

2T.

Logo:

=2n=p=

| =

T
P
Passo 2: Determinacao de &

O ponto médio entre as assintotas €:
T = 7= 25.
Nesse ponto, a funcdo tangente vale zero, entio:
D=k
Pelo grafico, nesse ponto temos D = 30, logo:

k = 30.

Passo 3 : Determinacao de m

Queremos que o centro da tangente ocorra em 7' = 2,5, ou seja:

p(T+m)=0 = T+m=0.



Assim:

Passo 4: Expressao final

Substituindo os valores encontrados:

1
D =30+tan {E(T - 2,5)] .

Resposta: alternativa (E).

41
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4.2.2 Resolucio Utilizando o Geogebra

Tema: Funcgdo tangente e transformacdes de funcdes

Objetivo: Construir e analisar a fungao tangente a partir de seus parametros, identifi-
cando deslocamentos e comportamento grafico com o auxilio do GeoGebra.

Habilidade: Analisar e interpretar graficos de funcdes trigonométricas, reconhecendo o

papel dos pardmetros em suas transformagdes.

Passo 1: Desenvolvimento da atividade

O objetivo € construir e analisar a fungdo
1
D(T) =30+ tan [E(T — 2,5)}

a partir dos elementos do gréfico.
Passo 2: Criar os controles deslizantes

No GeoGebra, crie trés controles deslizantes:

* k=30
* p=0,5
e m=-25

Passo 3: Inserir a funcao

Na barra de entrada, digite:

D(T) = k + tan(p*(T + m))

Passo 4: Marcar pontos importantes

Insira os pontos observados no gréfico:

w
Il
[N}
o

<
w
o
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Passo 5: Construir as assintotas verticais

Digite:
x = (5 - 2*pi)/2
x = (5 + 2*pi)/2

Figura 4.2 — Tela do GeoGebra: construcio da fungdo com os controles deslizantes k, p e m, com visua-
lizagdo das assintotas e dos pontos A e B

k =30 H = o
p=05 H
1
3 a
m=-25 H
B
5
T2 [ <]
D(T) = k+tg(p (T+m)) }
@ 1 5
= 30+lg(5 (T—E»
® A=(00 :
@® B=(25130)
-2x
O erx="
@  eqpx- 32T “
2
2
+  Entrad A ~
°
Q
Q
L |

Fonte: O autor.

Passo 6: Analisar o grafico

Observe que:

O ponto médio entre as assintotas € T = 2,5

Nesse ponto, D = 30
¢ A curva é crescente no intervalo considerado

Passo 7: Exploracao com sliders

Varie os valores de k, p e m e observe:

k: deslocamento vertical do grafico

p: alteracdo da inclinagdo e do periodo da tangente

m: deslocamento horizontal



Passo 8: Conclusao

Ap6s os ajustes, obtemos a funcao:

D(T) = 30+ tan B(T - 2,5)]

44
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4.2.3 Resolucao Utilizando o Maxima

Tema: Funcgdo tangente e andlise simbdlica de func¢odes

Objetivo: Analisar a fungdo tangente por meio de representacdes algébricas e com-
putacionais, utilizando o Maxima para explorar propriedades como periodo, deslocamentos e
valida¢do de resultados.

Habilidade: Resolver e interpretar problemas envolvendo func¢des trigonométricas, ar-

ticulando representacdes algébricas e computacionais.

Desenvolvimento da atividade

O objetivo € construir e analisar a fungao
1
D(T) =30+tan {E(T — 2,5)}

com auxilio do software Maxima.
Passo 1: Definir a func¢ao

No Maxima, definimos a fungao:
D(T) := 30 + tan((1/2)*(T - 2.5));

Passo 2: Plotar o grafico

Para visualizar a fun¢o no intervalo de interesse:

plot2d(D(T), [T, 0, 4],
[xlabel, "Tempo (min)"],
[ylabel, "Disténcia D (cm)"],

[title, "Gréafico da funcdo D(T)"]);



Figura 4.3 — Comandos de entrada e saida no Maxima

& wxt

Maxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo

0 salvo
Arquivo Editar View Célula Maxima Equaces Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda
Dw s G DE|&|@ Sl B A

Maths v

D(T) := 30 + tan((1/2)-(T - 2.5)):

D( T):=30+tan[%(T—2.5)]

plot2d(D(T), [T, -1.5, 7], [y, -20, 80],
[xlabel, "Tempo (T)"], [ylabel, "Distancia D (em)"],
[title, "Grafico da fungdo D(T)"]);

plot2d: some values will be clipped.

false

Fonte: O autor.

Figura 4.4 — Gréfico gerado pelo comando plot2d

Distancia D (cm)

Tempo (T)

S.81756, -42.1256

Fonte: O autor.

Passo 3: Inserir as assintotas verticais

As assintotas sdo dadas por:

No Maxima:

46
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x1 ¢ (5 - 2*%pi)/2;
x2 :+ (5 + 2*%pi)/2;
Figura 4.5 — Gréfico gerado no Maxima com as assintotas desenhadas explicitamente

@ Gnuplot (window id : 0) — O X
D&@&|lexe@aaaly ?

Grafico da fungao D(T) com assintotas

8[] T I I T T T T I
i D(T) 4—

60 Assintota 1 {——
= i 5 Assintota 2 N
£ 5
R : .
£ :
g 20 :
& 20| r
o :
a ;

-20 | | | | | | |

Tempo (T)
443237, -45.6815
Fonte: O autor.

Passo 4: Analisar pontos importantes

Avaliando a funcdo:

Espera-se:
* D(0)=0
* D(2,5)=130

Passo 5: Exploraciao dos parametros

Defina a funcao geral:

£(T) := k + tan(p*(T + m));



Teste diferentes valores:

k : 30;
p: 1/2;
m: -2.5;

plot2d(£(T), [T, 0, 4]);

Passo 6: Verificacao do periodo

O periodo da fun¢do tangente € dado por:

T
L
No Maxima:
periodo : %pi/p;
Obtém-se:
2.

Figura 4.6 — Valores calculados de D(0), D(2,5) e do periodo

0 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ Max-fig16 C2.wxmx* ]

Arquivo Editar View Célula Maxima Equaces Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numeérico  Ajuda

_Ei‘____ D,|L",€, 3 & B | & | Maths
D(0);
D(2.5);

f(T) := k + tan(p-(T + m));
k:30;p:1/2; m:-2.5;
periodo : %pi/p;
26.99043032613717
30.0
f(T):=k+tan(p (T +m))
30

1

2

-25

2T

Fonte: O autor.

Passo 7: Conclusao
A funcdo obtida é:
1
D(T) =30+ tan {E(T — 2,5)} .
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4.2.4 Encaminhamento Pedagégico - Questao 160 — ENEM 2025.

A questio 160 do ENEM 2025 apresenta um problema de enchimento de um recipiente,
cuja distincia da 1amina de dgua ao tampo da mesa é descrita pela fungdo D(T') = k+tan[p(T +
m)]. O gréfico fornecido exibe duas assintotas verticais, e o aluno deve determinar os parimetros
k, p e m para identificar a expressdo correta. O conteddo central € a fungdo tangente, seus
deslocamentos e periodo.

A resolugdo analitica tradicional exige que o estudante:
* Calcule a distancia entre as assintotas para encontrar p = 1/2;
* Localize o ponto médio entre as assintotas para obter k = 30;
* Imponha a condi¢do de centro da tangente para determinar m = —2,5.

Essa abordagem € indispensavel para desenvolver o raciocinio algébrico e a compreensao das
relacdes entre os parametros e o grafico. Contudo, muitos alunos apresentam dificuldade em
visualizar o papel das assintotas e o efeito do deslocamento horizontal, o que torna o problema
abstrato quando trabalhado apenas com lapis e papel.

O GeoGebra preenche exatamente essa lacuna visual. Ao criar controles deslizantes para
k, p e m, o estudante pode ajustar cada parametro e observar, em tempo real, as transformacoes
no gréafico. Areta T = 2,5 aparece naturalmente como ponto médio entre as assintotas, e o valor
de k = 30 € confirmado quando a curva passa pelo ponto (2,5;30). A manipulagdo dindmica
permite que o aluno perceba que p altera a inclinagdo e o periodo, enquanto m desloca a curva
horizontalmente. Dessa forma, o GeoGebra nao apenas valida a soluc¢do analitica, mas também
constroi significado para os parametros a partir da experimentagao.

O Maxima complementa essa abordagem com o rigor algébrico. Definida a funcéo, o
software calcula o periodo como 27 e fornece as assintotas simbolicamente. O estudante pode
entdo verificar que a fungdo atinge o valor minimo no ponto central e que a solucdo geral para
o argumento da tangente confirma os valores encontrados. A precisdo simbodlica do Maxima
¢ particularmente Util para validar as conjecturas feitas a partir da observacao grafica, consoli-
dando a formaliza¢do matematica.

A articulagdo entre as trés abordagens, analitica, visual e simbdlica, mostra-se altamente

produtiva. O professor pode iniciar com a resolugdo tradicional, depois utilizar o GeoGebra para
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explorar o comportamento dos parametros e, finalmente, recorrer a0 Maxima para verificar al-
gebricamente os resultados. Essa sequéncia respeita diferentes estilos de aprendizagem: alunos
mais visuais se beneficiam do GeoGebra, enquanto aqueles com maior inclinagdo para a alge-
bra encontram no Maxima um aliado para generalizar. Assim, ao final da atividade, o estudante
ndo apenas identifica a alternativa correta, mas também compreende como cada parametro da

func¢do tangente afeta o gréfico.

4.3 Questao 142 - ENEM 2023

Na modelagem e no estudo de fendmenos periddicos, em geral, os modelos associados
fazem uso de funcdes trigonométricas. Nesse sentido, considere um experimento, realizado em
laboratério, em que uma planta foi colocada em uma estufa, onde a temperatura é controldvel.
O experimento consiste em observar alteracdes nas caracteristicas dessa planta ao ser submetida
a variacoes de temperatura. Durante 24 horas, a temperatura 7 (x) da estufa variou de acordo
com a funcao

T(x) = 20— 10sen (%)

em que x é medido em hora, variando no intervalo 0 < x < 24.
Durante esse experimento, quantas vezes a temperatura na estufa atingiu o seu valor

minimo?
A) 1
B) 3
C) 4
D) 5

E) 7

4.3.1 Resolucao Analitica - Questiao 142 - Prova Azul - ENEM 2023

A funcdo que descreve a temperatura €:

T(x) =20 — 10sen (%) .
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Passo 1: Determinacao do valor minimo
Sabemos que:

—1<sen(0) <.

Logo, o valor minimo da fun¢ao ocorre quando:

X
— ) =1
sen<4>

Assim:

Tinin = 20— 10(1) = 10.

Passo 2: Determinacao dos instantes em que ocorre 0 minimo

Precisamos resolver:

Sabemos que:

2
Logo:
% = g +27mk.
Multiplicando ambos os lados por %:
x=2+8k.

Passo 3 : Contagem das solucgoes no intervalo 0 < x <24

Agora, determinamos os valores de k tais que:

0<2+4+8k<24.

Subtraindo 2:
-2 < 8k < 22.



4.3.2
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Dividindo por 8:
—0,25 <k <2,75.

Os valores inteiros de k nesse intervalo sio:

k=0,1,2.

Assim, os instantes sdo:

x=2, 10, 18.

Passo 4: Conclusao
A temperatura atinge o valor minimo 3 vezes no intervalo considerado.

Resposta: alternativa (B).

Resolu¢ao Utilizando o GeoGebra

Tema: Func¢do seno e fendmenos periddicos

Objetivo: Analisar o comportamento da fun¢do seno em um contexto aplicado, identi-

ficando periodo, amplitude e valores extremos com o auxilio do GeoGebra.

Habilidade: Interpretar e analisar fungdes trigonométricas em situacdes reais, reconhe-

cendo padrdes periddicos e suas propriedades.

T (x)

Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacio do problema

Considere a fun¢do que modela a temperatura:

T(x) =20 — 10sen (?) . 0<x<24.

Questao norteadora:

Quantas vezes a temperatura atinge seu valor minimo?

Passo 2 : Construcao no GeoGebra

No GeoGebra, digite:

= 20 - 10*sen(pi*x/4)
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Figura 4.7 — Inserindo a funcdo

= GeoGebra Calculadora [ A Gréfica ~ Pl ATRIBUIR ENTRAR
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Fonte: O autor.

Ajuste a janela gréfica para:
x: 0 ate 24

y: 0 até 30

Passo 3: Exploracao guiada

Solicite aos alunos:
* Identificar o valor mdximo e minimo do grafico
* Observar em quais pontos o gréfico atinge o valor minimo

* Contar quantas vezes isso ocorre no intervalo dado

Passo 4: Investigacao com parametros Antes de modificar a fun¢do, é preciso criar os

controles deslizantes para os parametros a, b e c. No campo de entrada do GeoGebra, digite:

a=1
b=1

c=1

Ao pressionar Enter apds cada comando, o GeoGebra cria automaticamente um controle desli-
zante para cada letra, exibido na Janela de Visualizagao.

Em seguida, redefina a funcdo original utilizando esses pardmetros:
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T(x) = a + b*sen(c*x)
Peca aos alunos que arrastem os controles deslizantes e explorem:
* O que acontece ao variar a (translagdo vertical)
* O que acontece ao variar b (amplitude)

* O que acontece ao variar ¢ (periodo)

Figura 4.8 — Tela do GeoGebra: grifico de T(x) no intervalo [0, 24] com os trés minimos visiveis, com
exploragdo dos parAmetros a, b e ¢

= GeoGebra Calculadora P Gréfica ~ < ATRIBUIR ENTRAR

O T() =20-10sen(x ;) H “”\‘ e}

Agebra ® a=30 H a=
30 @u— 30 () ;:

@ <AL
b=10 H

¢ =,,1.5707963267949

5 — e 20 (3)
© = -1.5707963267949

-6.2831853071796 (@) /T

::DII

g(x) = a—b sen(cx)

(@)

= 30— 10 sen(—1.5707963267"

+  Entrada

Fonte: O autor.

Passo 5: Formalizacao

Com base na exploracao:

* O periodo da funcdo é:

el §

* O valor minimo ocorre quando:
(7)
sen(— | =
4
Logo, os minimos ocorrem a cada 8 unidades.

Passo 6 : Conclusao

No intervalo 0 < x < 24, o valor minimo ocorre 3 vezes.
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4.3.3 Resolucao Utilizando o Maxima

Tema: Func¢do seno e andlise simbdlica de fendmenos periddicos

Objetivo: Analisar uma funcdo trigonométrica por meio de procedimentos algébricos
e computacionais, utilizando o Maxima para determinar valores extremos e resolver equacoes
trigonométricas em intervalos definidos.

Habilidade: Resolver e interpretar equacdes trigonométricas, compreendendo o com-

portamento de fungdes periddicas e suas solu¢des ao longo do dominio.

Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacio do problema

Considere a fungao:

T(x) =20 — 10sen (%) , 0<x<24.

Questao norteadora:

Quantas vezes a temperatura atinge seu valor minimo?

Passo 2: Definicao da funcao no Maxima

No Maxima, digite:

T(x) := 20 - 10*sen(%pi*x/4);

Figura 4.9 — Comandos na interfae do Maxima

Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda
& E G O = |5 & X M| R | Maths E
T(x) := 20 — 10-sin(%pi-x/4);
X
T(x):=20-10sin T]

plot2d(T(x), [x, 0, 24], [xlabel, "Tempo (h)"], [ylabel, "Temperatura"],
[title, "Variacdo da temperatura"]);
false

Fonte: O autor.



Passo 3: Visualizacao do grafico

Plote a funcdo no intervalo dado:

plot2d(T(x), [x, 0, 24],
[xlabel, "Tempo (h)"],
[ylabel, "Temperatura"],

[title, "Variacao da temperatura"]);

Figura 4.10 — Gréfico gerado no Maxima

Bo|lewa@aaala?

Variacdo da temperatura

30 '

Temperatura

10

| | | |
0 3 10 15 20

Tempo (h)

29.6213, 3.78467

Fonte: O autor.

Passo 4: Determinacao do valor minimo

Utilizando propriedades da fun¢do seno, temos:

—1<sen(6) <1.

Logo, o valor minimo ocorre quando:
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No Maxima:
min_val : 20 - 10*1;
Portanto:

Tonin = 10.

Passo 5: Resolucao da equacao trigonométrica

Resolver:

No Maxima:

solve (sen (%pi*x/4) =1, x);

A solugdo geral pode ser expressa por:

4 2

Passo 6: Determinacao dos valores no intervalo
Isolando x, obtemos:

x =2+ 8k.
No Maxima:
x(k) := 2 + 8%k;

Testando valores inteiros de k:

subst (k=0, x(k));
subst (k=1, x(k));
subst (k=2, x(k));

subst (k=3, x(k));

Resultados:

x=2, 10, 18.

X_T ok, keZ
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Figura 4.11 — Saida do comando solve e das substitui¢des de k

rafico  Numérico Ajuda

&

1 Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Céleulo  Simplificar  List
4 : ~ -
& & & E =

min_val : 20 = 10-1;
solve(sin(%pi-x/4) = 1, x);

G
% » & B

Maths ~

10
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

[x=2]

x(k) =2+ 8k;
subst(k=0, x(k));
subst(k=1, x(k));
subst(k=2, x(k));
subst(k=3, x(k));
x(k)=2+8k

2

10

18

26

Fonte: O autor.

Passo 7: Conclusao

No intervalo 0 < x < 24, a temperatura atinge o valor minimo trés vezes.

Resposta: 3

4.3.4 Encaminhamento Pedagogico - Questao 142 — ENEM 2023.

A fun¢do T (x) = 20 — 10sen(7x/4) modela a temperatura em 24 horas. O estudante
deve contar quantas vezes o valor minimo (10) € atingido. A resolucdo analitica, baseada na
equacdo sin(zmx/4) = 1, leva a x = 2 + 8k, com trés solugdes no intervalo (x = 2,10, 18).

No GeoGebra, a visualizagdo do gréfico e a contagem dos pontos de minimo sdo ime-
diatas. Ao manipular os pardmetros a, b e ¢ da funcdo geral T(x) = a+ bsen(cx), os alunos
observam em tempo real os efeitos da translacdo vertical, da amplitude e do periodo. Como
destacam Braz, Castro e Oliveira [24], “a grande vantagem didatica deste programa € que ele
apresenta, a0 mesmo tempo € no mesmo ambiente visual, representacdes geométricas e algé-
bricas de um mesmo objeto que interagem entre si”. Isso ajuda a conectar a expressao algébrica

ao grafico.
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O Maxima resolve a equacdo simbolicamente e fornece a solucao geral x =2+ 8k. O
trabalho com a varidvel inteira k permite que os alunos testem valores e compreendam a perio-
dicidade da func¢do. Como Giraldo, Caetano e Mattos [25] colocam, os sistemas de computagao
algébrica “podem ser vistos como poderosas calculadoras cientificas, capazes de efetuar calcu-
los e produzir graficos com grande precisdo e versatilidade”. Essa precisao simbdlica, aliada
a visualizacdo do GeoGebra, consolida o conceito de periodicidade e prepara os alunos para

interpretar fendmenos periddicos no ENEM.

4.4 Questao 177 - ENEM 2019

Um grupo de engenheiros estd projetando um motor cujo esquema de deslocamento

vertical do pistdo dentro da camara de combustdo estd representado na figura.

Figura 4.12 — Questao 177 - ENEM 2019

Camara de Camara de
combustdo combustdo
h(0) = 0--1 oy, —
O=""T T | | | L
®
Instante =0 Instante t £ 0

Fonte: INEP (2019).

A funcdo

h(t) = 4+ 4sen (%—g) ,
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definida para t > 0, descreve como varia a altura 4, medida em centimetro, da parte superior do
pistao dentro da camara de combustao, em fun¢do do tempo ¢, medido em segundo. Nas figuras
estdo indicadas as alturas do pistdo em dois instantes distintos.

O valor do pardmetro 3, que é dado por um nimero inteiro positivo, estd relacionado
com a velocidade de deslocamento do pistdo. Para que o motor tenha uma boa poténcia, €
necessdrio e suficiente que, em menos de 4 segundos ap6s o inicio do funcionamento (instante
t =0), a altura da base do pistao alcance por trés vezes o valor de 6 cm. Para os cdlculos, utilize
3 como aproximagdo para 7.

O menor valor inteiro a ser atribuido ao parimetro 3, de forma que o motor a ser cons-

truido tenha boa poténcia, é:
A) 1
B) 2
O 4
D) 5

E) 8

4.4.1 Resolucao Analitica - Questao 177 - Prova Azul - ENEM 2019
A funcdo dada é:

h(t) = 4+ 4sen (% —%) .

Passo 1: Determinacio dos instantes em que /(1) = 6

Queremos que a altura seja igual a 6 cm:

pt =«
444 —_Z)=e.
-+ sen(2 5

Subtraindo 4:

Dividindo por 4:



Passo 2: Resolucio da equacio trigonométrica
Sabemos que:

1
- 0=" 127k ou 9:%”+2nk.

sen(0) = 5 = G
Logo:
% — g = g+27rk
ou
%— g = Sg+27rk.

Passo 3: Isolando ¢

Somando % em ambos os lados:

tr W T 27
b —+ - +2nk=—+27k

2762 3
L, am  amk
36 B

Para o outro caso:

pt S5m =w 4w
—=—+4+-+2mk=— 4271k
5 6+2+7r 3+7r

:>t_87r+471k
3B

Passo 4: Uso da aproximacio 7w ~ 3

Substituindo 7w ~ 3:

t1(k):%+%k:%+lék

Passo 5: Contagem das solucoes no intervalo 0 <t < 4
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Queremos trés valores de t menores que 4.
Testando B = 1:
t=4;8; ...

Nenhum valor € menor que 4.
Testando 8 = 2:
t=2:4,8; ...

Apenas um valor € menor que 4.
Testando 8 = 3:
t~1,33;2,67;5,33; ...

Apenas dois valores sdo menores que 4.
Testando f = 4:
t=1;2;4;5;...

Apenas dois valores sdo menores que 4 (o terceiro ocorre exatamente em ¢t = 4, que ndo conta).
Testando 8 = 5:
t=0,8;1,6;32;,4,48; ...

Trés valores sdo menores que 4.

Temos trés valores menores que 4:

t=0,8; 1,6; 3,2

Passo 6: Conclusao

O menor valor inteiro de 8 que satisfaz a condigio é:

B=5|

Resposta: alternativa (D).

4.4.2 Resolucao Utilizando o Geogebra

Tema: Fungdes trigonométricas — movimento periédico
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Objetivo: Compreender o comportamento de uma fun¢iao seno em um contexto fisico,
analisando periodo, frequéncia e contagem de solu¢des em um intervalo.
Habilidade: Interpretar fungdes trigonométricas em fendmenos periddicos e resolver

problemas envolvendo parametros.

Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacido do problema

Considere a funcao:

Bt =n
h(t) =444 —_—— = > 0.
(1) + sen(2 5 ) t>0

Questao norteadora:

Qual o menor valor de 3 para que a altura h(t) = 6 ocorra trés vezes antes de t = 4?

Passo 2: Construcio no GeoGebra

Criar um controle deslizante:
* B €[1,10], incremento 1
Inserir a funcao:

h(t) = 4 + 4*sen((beta*t)/2 - pi/2)

Figura 4.13 — Utilizando a ferramenta interse¢do

GeoGebra Calculadora ( A/ Grafica ~ < ENTRAR

Ferramentas Basicas L) &

(e eTS (»

15 2 25 35 4 a5 5 55

Fonte: O autor.
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Figura 4.14 — Tela do GeoGebra: grafico com 3 variando e a reta y = 6, com pontos de interse¢do
destacados para f =4

= GeoGebra Calculadora ( A/ Grafica ~ < m o
bt=5 H L @
B 1 — 10 ®
g bt=5
tt m\ —‘—‘—‘—‘6‘—‘—‘—‘—@
h(t) = 4+4 ser (7”
o © 3)
. 5t 1
B = 4—45&77(?*%)
m
. fy=6 1
B A = Intersegio(h, f, (0.8377304 A B 2
o @ T
= (0837580400573, 6)
B = Intersesdo(h, f, (16755507 s
= (1675160799243, 6)
C = Intersegio(h, f, (3.35100216 '
= (3.3510321638569, 6)
3
+  Entrada .
] |
Q
E Q
h 7"‘
o

Fonte: O autor.

Passo 3: Janela grafica

Ajustar:
t: 0 até 6

h: 0 até 10

Passo 4: Reta de referéncia

Inserir a reta:

Passo 5: Intersecoes

Inserir:
Intersecao(h, y = 6)
(O GeoGebra exibird os pontos onde A(t) = 6.)

Passo 6: Exploracao guiada

Solicitar aos alunos:

* Variar o valor de 8
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Observar quantas intersecdes ocorrem antes de t =4

Identificar o menor valor de 8 que produz trés intersegoes

Passo 7: Investigaciao do periodo

Propor questionamentos como:

Qual o efeito da variagdo de B no grafico?

* Como o niimero de oscilagdes se altera quando 3 aumenta?

Conduzir a ideia de que o periodo da fung¢ao é dado por:

Passo 8: Conclusao

Observa-se que o menor valor de B que produz trés intersecdes antes de t = 4 é:

B=5.

4.4.3 Resolucao Utilizando o0 Maxima

Tema: Fungdes trigonométricas — movimento periddico

Objetivo: Analisar uma funcao trigonométrica em um contexto fisico, utilizando o Ma-
xima para resolver equacdes e interpretar resultados de forma algébrica.

Habilidade: Resolver equagdes trigonométricas e analisar solucdes em intervalos defi-

nidos, compreendendo a periodicidade das funcdes.

Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacio do problema

Considere a funcao:

Bt =«
h(t) =444 —_——= t>0.

Questao norteadora:



Determinar o menor valor inteiro de 8 para que h(t) = 6 ocorra trés vezes antes de 1 = 4.

Passo 2: Definicao da funcao

No Maxima, digite:

h(t) := 4 + 4*sen((beta*t)/2 - %pi/2);

Passo 3: Determinacao do valor de interesse

Resolver a equagdo h(t) = 6:

solve (4 + 4*sen((beta*t)/2 - %$pi/2) = 6, t);

Figura 4.15 — Solugéo geral obtida pelo comando solve

@ wxMaxima 22.0 vs 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo* |
Arquivo  Editar  View Maxima EquacGes Matrix Célculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda
BN Y L E| Rl e A R N Mams

h(t) := 4 + 4-sin((beta-t)/2 - %pi/2);
solve(4 + 4-sin((beta-t)/2 = %pi/2) = 6, 1);
asin(1/2);

2
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

f= 41
3 beta
™

6

h(t)=4+4 sin(berar - "]

Fonte: O autor.

Passo 4: Analise da equacao trigonométrica

t 1
sen (%—g) =5

A equagdo € equivalente a:

No Maxima, pode-se obter:

asen(1/2);
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tl (k)

t2 (k)

tl (k)

t2 (k)

beta :

t1(0),

beta :

t1(0),

beta

t1(0),

beta :

t1(0),

beta :

£1(0),

Passo 5: Construcao das solucoes gerais

As solucdes podem ser expressas por:

t t 5
%—gzz—f—Zﬂk ou % r

6 6

No Maxima:

(4*%pi) / (3*beta) + (4*%pi*k)/beta;

(8*%pi)/ (3*beta) + (4*%pi*k)/beta;

Passo 6: Aproximaciao numérica

Adotando 7 ~ 3:

4/beta + 12*k/beta;

8/beta + 12*k/beta;
Passo 7: Teste de valores de 3
Testar valores inteiros:

1;

t2(0);

2;
t2(0);

: 35

t2(0);

£2(0), t1(1);

£2(0), t1(1);

T
Ly -
2 ten
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Figura 4.16 — Valores numéricos das interse¢des para f = 4

50 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ 3- Max-Q177.wxmx* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima EquacSes Matrix Calculo Simplificar List Grafica Numérico Ajuda

Iwa|-%l~ ODE[E S —

(%,
=

t1(k) := (4-%pi)/(3-beta) + (4-%pi-k)/beta;
t2(k) := (8-%pi)/(3-beta) + (4-%pi-k)/beta;

t1 (k)= 4w +4'rrk
3beta beta

K
2 (k)= am + 4m
3beta beta

beta : 5;

t1(0);

t2(0);

t1(1);

float(t1(0));
float(t2(0));
float(t1(1));

5

4T

15

am

15

16

15
0.8377580409572781
1.675516081914556
3.351032163829113

Fonte: O autor.

Passo 8: Verificacio grifica Para visualizar as solugdes, plote a fungdo /(¢) juntamente

comaretay==6,com f3 =5:

beta : 5;

plot2d([h(t), 6], [t, O, 4], [legend, "h(t)", "y=6"]);
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Figura 4.17 — Gréfico de h(t) e da reta y=6 gerado no Maxima, com as trés interse¢des visiveis

@ Gnuplot {window id : 0) — a X

Ox& zszaaald?

Movimento do pistao

10 :

| VAN

| \/
1.5 2 25 3 35 4

t

h(lt) _
y=6 ——

h(t)

0 05 1

-2.04444 -2 4915
Fonte: O autor.

Passo 9: Verificacdo no intervalo Verificar quais valores satisfazem:
0<r<4.

No Maxima:

float (£1(0));
float (£2(0));
float (t1(1));

Passo 10: Conclusio Observa-se que, para f = 5, existem trés valores de 7 no intervalo (0,4):

aproximadamente 0,8, 1,6 e 3,2. Logo:

Resposta: alternativa (D).
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4.4.4 Encaminhamento Pedagégico -Questiao 177 — ENEM 2019.

O deslocamento do pistao é dado por h(r) =4 +4sin(fz/2—m/2). O objetivo é o menor
B inteiro para que A(t) = 6 ocorra trés vezes antes de r = 4. A resolug@o analitica produz duas
familias de solucdes: t = ;’—g + % et= g—g + %. Usando 7 = 3, testando § = 1,2,3,4 chega-se
a B = 5. No GeoGebra, um controle deslizante para 3 mostra instantaneamente as intersecdes
com areta y = 6. O aluno observa que para 3 = 5 aparecem trés intersecdes antes de t = 4. A
investigagdo do periodo — a férmula 7 = 47/ — fica evidente ao perceber que, quanto maior
B, mais oscilagdes ocorrem no mesmo intervalo. O Maxima complementa com a generalizagdo
simbdlica. A partir da defini¢cdo da fungio, resolve a equagdo sin(ft/2 —m/2) = 1/2 e obtém
as solugdes gerais. O estudante pode entdo definir uma func@o para (k) e testar valores inteiros

de B de forma sistematica. Essa abordagem desenvolve o pensamento algébrico e a capacidade

de generalizacao.

4.5 Questao 170 - ENEM 2018

Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High Roller, situada em Las
Vegas. A figura representa um esbogo dessa roda-gigante, no qual o ponto A representa uma de

suas cadeiras.

Figura 4.19 — Questao 170 - ENEM 2018 -
Parte B. Fonte: INEP (2018).

—_—
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Solo Solo
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A partir da posi¢ao indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao plano do

solo, a High Roller rotaciona-se no sentido anti-hordrio, em torno do ponto O.

Sejam ¢ o angulo determinado pelo segmento OA em relag@o a sua posicdo inicial, e f a
fun¢do que descreve a altura do ponto A, em relacdo ao solo, em fungéo de ¢.

Ap6s duas voltas completas, f tem o seguinte grafico:

A expressdo da funcio altura é dada por:
(A) f(t) = 80sen(t) + 88

(B) f(r) =80cos(r)+88

(C) f(1) = 88cos(r) + 168

(D) f(t) = 168sen(t) + 88 cos(r)

(E) f(r) = 88sen(t)+ 168cos(z)

4.5.1 Resolucao Analitica - Questao 170 - Prova Azul - ENEM 2018
A funcdo que descreve a altura do ponto A em uma roda-gigante € do tipo:
f(t)=asen(t)+b ou f(t)=acos(t)+Db,

em que:
* arepresenta a amplitude (raio da roda-gigante);

* b representa o deslocamento vertical (altura do centro em relagdo ao solo).

Passo 1: Identificacdo da linha média

Pelo gréfico, observa-se que a altura média da funcao é:

f(t) =88.

Logo, o deslocamento vertical é:
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Passo 2: Determinacao da amplitude

O valor méaximo observado no grafico é:

fmax = 168.

Assim, a amplitude é:

a =168 —88 = 80.

Passo 3: Escolha da funcao trigonométrica

No instante inicial t = 0, o ponto A encontra-se na altura média (88 m), e a partir dai a
funcao cresce.

Sabemos que:

sen(0) =0 e cos(0)=1.
Logo:
* A funcdo seno inicia na linha média;
* A fungdo cosseno inicia no valor maximo.

Como o gréfico comega na linha média e cresce, a funcdo adequada € a seno.

Passo 4: Construcao da funciao

Substituindo os valores encontrados:

f(t) =80sen(t) + 88.

Passo 5: Conclusao

A expressdo que representa a altura do ponto A é:

f(t) =80sen(r)+ 88 |

Resposta: alternativa (A).
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4.5.2 Resolucio Utilizando o Geogebra

Tema: Func¢do seno e modelagem de fendmenos periddicos

Objetivo: Analisar uma fungdo trigonométrica a partir de sua representacdo gréafica,
identificando amplitude, periodo e deslocamento vertical em um contexto fisico.

Habilidade: Interpretar graficos de funcdes trigonométricas, relacionando suas caracte-

risticas com situacdes reais e construindo modelos matemaéticos adequados.

Desenvolvimento da atividade

Passo 1: Apresentacao do problema

Considere o grifico que representa a altura de uma cadeira de uma roda-gigante em
fungdo do angulo 7.

Questao norteadora:

Qual € a expressdo da fun¢do que modela a altura do ponto em fun¢do do angulo?

Passo 2: Construciao no GeoGebra

Inserir a fun¢do geral:
f(t) = a*sen(t) + b
Criar controles deslizantes:
* a € [0,200]
* b €[0,200]
Passo 3: Ajuste da janela grafica
Configurar:

t: 0 até 4*pi

y: 0 até 200

Passo 4: Insercio de referéncias do grafico

Inserir retas auxiliares:
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Passo 5: Exploracao guiada

Solicitar aos alunos:

* Ajustar o valor de b para coincidir com a linha média do grafico
* Ajustar o valor de a para que a funcao atinja o valor mdximo observado

* Observar o comportamento da funcdo no ponto t =0

Figura 4.20 — Tela do GeoGebra: ajuste dos sliders a e b até coincidir com as retas de referéncia, com
gréfico final sobreposto as retasy =88 e y = 168

= GeoGebra Calculadora (| A/ Grafica ~ < W Entrar
a=80 : =
@
B 0 ° 200
Algebra b8 . 160
® :
& 0 r'Y 200 @
£(t) = a sen(t) + b 2id
o = 80 sen(t)+88
+ | o 120
rtrada
B
Pla f
f
%0
60
w
»
] L] on

Fonte: O autor.

Passo 6: Investigacao do tipo de funcao

Propor questionamentos:
* A fun¢do comega no valor maximo ou na linha média?
* O grafico esta crescendo ou decrescendo em ¢ = 0?
Conduzir a escolha da funcao seno.

Passo 7: Ajuste final do modelo

Ap0s a exploragdo, obter:
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f(t) = 80*sen(t) + 88

Passo 8: Conclusao

A fun¢do que modela a altura do ponto é:

f(t) =80sen(r) + 88.

4.5.3 Resolucao Utilizando o0 Maxima

Tema: Func¢do seno e andlise simbdlica de fendmenos periddicos

Objetivo: Analisar uma funcdo trigonométrica a partir de suas propriedades algébricas,
utilizando o Maxima para validar modelos matematicos e interpretar seus parametros.

Habilidade: Interpretar e resolver problemas envolvendo fungdes trigonométricas, arti-

culando representacdes algébricas e computacionais.

Desenvolvimento da atividade

Passo 1: Apresentacio do problema

Considere a fun¢cdo que modela a altura de um ponto em uma roda-gigante em fun¢do
do angulo ¢.

Questao norteadora:

Determinar a expressao da funcio que representa a altura do ponto em funcao de ¢.

Passo 2: Definicao do modelo geral

No Maxima, definir uma fun¢do geral:

f(t) := a*sen(t) + b;
Passo 3: Analise do deslocamento vertical
A partir do gréfico, identifica-se a linha média:

b : 88;
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Passo 4: Determinacao da amplitude

Sabendo que o valor maximo é 168:
a : 168 - 88;

Logo:
a = 80.

Figura 4.21 — Calculo direto de a e b a partir dos valores maximo e minimo

5 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima Egquacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda

f(t) := a-sin(t) + b;
f(t):=asin(t)+b

Maths ~

b: 88;

a: 168 - 88;

f(t) := 80-sin(t) + 88;
88

80

f(t):=80sin(t)+88

f(%pi/2):
£(3-%pil2);
168

8

Fonte: O autor.

Passo 5: Construciao da funcao

Substituindo os valores encontrados:

f(t) := 80*sen(t) + 88;

Passo 6: Verificaciao dos valores extremos

No Maxima:

f(%pi/2);
£(3*%pi/2);

Obtém-se:

¢ valor maximo: 168



¢ valor minimo: 8

Passo 7: Visualizacio do grafico

Para validar o modelo:

plot2d(f(t), [t, 0, 4*%pi],
[xlabel, "t"],
[ylabel, "f(t)"],

[title, "Modelo da altura da roda-gigante"]);

Figura 4.22 — Grifico final gerado no Maxima — Decimais

@ Gnuplot (window id : Q) — O X
D&l seseaeaala ?

Modelo da altura da roda-gigante

160
140
120
100
80
60
40
20

f(t)

-2.75343, 218.348
Fonte: O autor.

Passo 8: Conclusao

A fun¢do que modela a altura do ponto é:

f(t) =80sen(r) + 88.
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4.6 Encaminhamento Pedagogico - Questao 170 - ENEM 2018.

O gréfico da altura de uma cadeira da roda-gigante permite identificar a linha média
(88), a amplitude (80) e o fato de a fun¢do comecar na linha média e crescer — indicando seno.
A resolugdo analitica conduz a f(¢) = 80sint + 88.

No GeoGebra, controles deslizantes para a e b ajustam a curva ao grifico. Os alunos
podem perceber que b = 88 (deslocamento vertical) e a = 80 (amplitude). Questionamentos
como “Por que ndo poderia ser cosseno?” levam a conclusio de que o cosseno comegaria no va-
lor maximo. Nogueira [23] observa que “todos os elementos relacionados se ajustam em tempo
real, permitindo explorar propriedades matemdticas de forma visual e intuitiva”. O professor
age como mediador, fazendo perguntas e construindo o modelo coletivamente.

O Maxima valida o modelo algebricamente. A partir da funcédo geral f(¢) = asinz + b,
calcula-se b (média entre maximo e minimo) e a (diferenca entre maximo e a média). O software
plota o grafico e verifica os valores extremos. Alves [11] cita Giraldo (2012) e faz um alerta

importante:

a interpretacdo de resultados produzidos por ferramentas computacionais sim-
bélicas, mesmo nos sistemas de computacio algébrica mais poderosos, como
por exemplo o software WxMAXIMA, ndo dispensa ou substitui o conheci-
mento dos conceitos matemadticos envolvidos. [11](Giraldo, 2012, p. 209 apud
Alves, 2018, p. 91).

Ou seja, o software auxilia o aluno na execugdo de cédlculos e na visualizacao de gréficos,
mas o verdadeiro aprendizado ocorre quando ele é capaz de interpretar os resultados obtidos,
relaciond-los aos conceitos tedricos e questionar a plausibilidade das respostas. O Maxima,
nesse sentido, atua como um laboratdrio algébrico: oferece respostas rapidas e precisas, mas
cabe ao estudante compreender o significado de cada parametro, a periodicidade das funcdes
e as transformacodes envolvidas. Essa postura critica diante da tecnologia é essencial para que
o uso do software ndo se reduza a uma mera substitui¢cdo do cdlculo manual, mas se torne um
efetivo promotor de reflexdo e constru¢do de conhecimento. O professor, como mediador, tem
o papel de orientar essa leitura critica, incentivando os alunos a confrontar as respostas obtidas

com suas proprias conjecturas e a justificar matematicamente cada passo do processo.
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4.7 Questao 166 - ENEM 2017

Um cientista, em seus estudos para modelar a pressdo arterial de uma pessoa, utiliza

uma fungao do tipo

P(t) = A+ Bcos(kt),

em que A, B e k sdo constantes reais positivas e t representa a varidvel tempo, medida em

segundos.

Considere que um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas suces-

sivas pressdes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os seguintes dados:

Grandeza Valor
Pressdo minima 78
Pressdo médxima 120
Numero de batimentos cardiacos por minuto | 90

A fungdo P(r) obtida por este cientista, ao analisar o caso especifico, é:
(A) P(t) =99 +21cos(3nrr)
(B) P(t) =78+ 42cos(3xt)
(C) P(t) =99+ 21cos(2nt)
(D) P(r) =99+21cos(r)

(E) P(t) =78+42cos(r)

4.7.1 Resolucao Analitica - Questao 166 - Prova Azul - ENEM 2017

A funcdo que modela a pressao arterial € dada por:

P(t) = A+ Bcos(kt),

em que A, B e k sdo constantes positivas.



Passo 1: Determinacao do valor médio

A pressdo média € dada pela média entre o valor maximo e o valor minimo:

Prax + Prin _ 120478

A= = .
> > 99

Passo 2: Determinacao da amplitude

A amplitude € metade da diferenga entre os valores mdximo e minimo:

Prax — Puin 120-78

B—
2 2

21.

Passo 3: Determinacao do periodo

Sabemos que a fun¢do cosseno possui periodo:
T=—.
k
O enunciado informa que ocorrem 90 batimentos por minuto, ou seja:
frequéncia = 90 batimentos/minuto.

Convertendo para segundos:

90
90 batimentos/minuto = — = 1,5 batimentos/segundo.

60
Logo, o periodo é:
T ! 2 d
=— == ndo.
5 3 segundo
Passo 4: Determinacao de
Utilizando a relacao:
2
T=—,
k
temos:
2 2m
3k



Isolando k:

Passo 5: Construciao da funcao

Substituindo os valores encontrados:

P(t) =99+ 21cos(3mt).

Passo 6: Conclusao

A funcdo que modela a pressao arterial €:

P(t) =99+ 21cos(3nt) |

Resposta: alternativa (A).
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4.7.2 Resolucio Utilizando o Geogebra

Tema: Fungdes trigonométricas — modelagem de fendmenos periédicos

Objetivo: Modelar uma fun¢ao trigonométrica a partir de dados experimentais, identi-
ficando média, amplitude e periodo com o auxilio do GeoGebra.

Habilidade: Interpretar e construir modelos matematicos envolvendo fungdes trigono-

métricas, relacionando parametros algébricos com fendmenos reais.

Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacido do problema
Considere uma fung@o que modela a pressao arterial de uma pessoa ao longo do tempo.

Questao norteadora:

Como determinar a expressdo da fungéo P(t) a partir dos dados de pressdo minima, mdxima e

frequéncia cardiaca?

Passo 2: Construcao do modelo geral

No GeoGebra, inserir:
P(t) = A + B*cos (k*t)
Criar controles deslizantes:
* A €]0,150]
* B€[0,100]

* ke0,10]
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Figura 4.23 — Tela do GeoGebra: ajuste dos sliders A e B com as retas de referéncia 78 e 120, com ajuste

do slider k até representar o periodo correto

= GeoGebra Calculadora ( A/ Grafica ~ < W Entrar
A=9 : 1300 o
B 0 — e 150 ()
At
B =21 :
™ H
& 0 100 @
Fonament
k=94 :
- ©®
m 0 r—= 10 (3)
Tabela
P(t) = A+ B cos(k t)
‘E = 99421 cos(9.4t)
O fy=718
O gy=12
+  Entrada
L
Yol .
7 a
70 Q
& o
0] o2 o4 6 08 1 12 14 s 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 & 42 44 4 48

Fonte: O autor.

Passo 3: Ajuste da janela grafica

Configurar:

t: 0 até 5
P: 60 até 130

Passo 4: Insercao de referéncias

Inserir retas:

y = 78
120

=
Il

Passo 5: Exploracao da média e amplitude

Solicitar aos alunos:

* Ajustar o valor de A para representar a linha média

* Ajustar o valor de B para que a funcdo atinja os valores mdximo e minimo

Concluir que:

A=99 e B=2l.



84

Passo 6: Investigacao do periodo
Orientar os alunos a observar quantos ciclos ocorrem no grafico.

Relacionar com a informacao:
* 90 batimentos por minuto
Conduzir a ideia de que:
* frequéncia=1,5 Hz
. {, =2
periodo =
Passo 7: Ajuste do parametro k
Explorar o valor de k até que o grafico represente corretamente o periodo observado.

Concluir que:

k=3rm.

Passo 8: Construcao final do modelo

Obter:

P(t) = 99 + 21*cos(3*pi*t)

Passo 9: Conclusao

A fun¢do que modela a pressao arterial é:

P(t) =99+ 21cos(3xt).

4.7.3 Resolucao Utilizando o Maxima

Tema: Fungdes trigonométricas — modelagem e andlise simbdlica

Objetivo: Construir e analisar uma funcao trigonométrica a partir de dados experimen-
tais, utilizando o Maxima para formalizar e validar o modelo matematico.

Habilidade: Resolver problemas envolvendo fungdes trigonométricas, articulando in-

terpretacio de dados, manipulacdo algébrica e validagdo computacional.
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Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacio do problema
Considere a fun¢do que modela a pressao arterial de uma pessoa ao longo do tempo.

Questao norteadora:
Como determinar a expressdo da fungéo P() a partir dos dados de pressdo minima, maxima e
frequéncia cardiaca?
Passo 2: Definicao do modelo geral
No Maxima, definir a fun¢do geral:
P(t) := A + B*cos(k*t);
Passo 3: Determinacao da média
A partir dos dados:
A (120 + 78)/2;

Resultado:

o
I

99.

Passo 4: Determinacao da amplitude

B : (120 - 78)/2;

Resultado:



Figura 4.24 — Célculo direto de A e B a partir dos dados de pressio

I wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafico  Numéri
W& s G E = 5| I RN

(%i1) P(t) .= A + B-cos(k-t);
P(t):=A+Bcos(kt)

(%i3) A (120 + 78)/2;
B : (120 - 78)/2;
99
21

Fonte: O autor.

Passo 5: Determinacio do periodo

Converter a frequéncia:

freq : 90/60;
T : 1/freq;
Resultado:

T — 2
=3
Figura 4.25 — Conversao da frequéncia cardiaca em periodo

o wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arguivo  Editar View Célula Maxima Equacées Matrix Calculo  Simplificar  List

Grafic

—.h&|"'—%-“‘ v‘ O ‘_%‘45' ‘ Y

Ll

¥

(%i5) freq : 90/60;
1/freq;

T:
3
2
2
3

Fonte: O autor.

Passo 6: Determinacao de &
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Utilizando:
T— 21
=0
no Maxima:
solve (T = 2*%pi/k, k);
Resultado:
k=13m.

Figura 4.26 — Determinacéo de k a partir do periodo T

0 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo™* ]

Arguivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Nu

il IR 0E 5| >3 W

solve(T = 2-%pi/k, k);
[k=3T1]

Fonte: O autor.

Passo 7: Construcao da funciao

P(t) := 99 + 21*cos(3*%pi*t);

Passo 8: Verificacao do modelo

Testar valores extremos:

P(0);
P(1/(2*freq));

E plotar o grafico:

plot2d(P(t), [t, 0, 31,
[xlabel, "Tempo (s)"],
[ylabel, "Pressao"],

[title, "Modelo da pressao arterial"]);
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Figura 4.27 — Modelo final da pressdo arterial e verificagdo

B |lena@aaaly ?

Modelo da pressdo arterial

120
115
110
105
100
95
o0
85
80

P(t)

1500889, 63.8526

Fonte: O autor.

Passo 9: Conclusao

A funcdo que modela a pressao arterial €:

P(t) =99+ 21cos(3mt).

4.7.4 Encaminhamento Pedagégico - Questao 166 — ENEM 2017.

O modelo P(t) = A+ Bcos(kt) com pressdo mdxima 120, minima 78 ¢ 90 batimen-
tos/min. A andlise fornece A = 99 (média), B = 21 (amplitude) e k = 37 (periodo 2/3 s). No
**GeoGebra**, controles deslizantes para A, B e k mostram como cada parametro altera o gra-
fico: A desloca verticalmente, B controla a amplitude, k muda o periodo. Nogueira [23] observa
que “abordar conceitos abstratos de Trigonometria com visualizacdo dinamica € muito mais
eficaz do que apenas decorar formulas”.

O Maxima resolve o sistema A+B =120e A—B =78 e obtém A =99, B=21. A

partir da frequéncia, determina k = 37. Alves [11] observa que o0 Maxima € uma linguagem que
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realiza cdlculos simbdlicos com precisdo. A mediacdao do professor € fundamental: perguntas
como “Por que a média € a soma dos extremos dividido por dois?”” consolidam o aprendizado.
A integracdo entre GeoGebra e Maxima € o ponto alto: o GeoGebra permite a desco-
berta visual; o Maxima, a valida¢do algébrica. Como destacam as Orienta¢des Curriculares, “o
ideal € promover, sempre que possivel, uma criativa articulacao” entre diferentes metodologias

(PERNAMBUCO, 2021, p. 192 apud Lopes, 2023, p. 23).
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4.8 Questao 180 - ENEM 2015

Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos sazonais siao
aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producao, consumo e preco. Resumidamente,
existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos mercados varejistas ora € escassa, com
precos elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, o que ocorre no més de produgdo
méxima da safra.

A partir de uma série historica, observou-se que o preco P, em reais, do quilograma de

um certo produto sazonal pode ser descrito pela fungao

P(x) =8+5cos (ﬂx6—7r) ,

onde x representa o més do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2 ao més de

fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més de dezembro.

Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).
Na safra, o més de producao maxima desse produto é
(A) janeiro.
(B) abril.
(C) junho.
(D) julho.

(E) outubro.

4.8.1 Resoluciao Analitica - Questao 180 - ENEM 2015

A fun¢io que modela o preco do produto € dada por:

P(x) =8+5cos (nx6—ﬂ:) :

Passo 1: Interpretacao do problema
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O enunciado informa que, na safra, ocorre a producao maxima, o que corresponde ao
momento de menor preco, devido a maior oferta do produto.

Portanto, devemos determinar o valor de x para o qual P(x) € minimo.

Passo 2: Determinacao do valor minimo
Sabemos que:

—1<cos(0) <1.

Assim, o valor minimo da func¢@o ocorre quando:

coSs o =—1
; = .

Passo 3: Resolucio da equacio trigonométrica

Resolver:

Sabemos que:

cos(0)=—1 <= O=n+2nk, kel

Logo:
xX—T7

=+ 27k.
6 +

Multiplicando ambos os lados por 6:

Tx— 7T =6mw+ 127k.

Somando 7 em ambos os lados:

nx =Trn+ 12xnk.

Dividindo por 7:

x="T7+12k.



Passo 4: Determinacio no intervalo do problema

Como x representa os meses do ano, temos:

1 <x<12.
Testando valores inteiros de k:
e Parak=0:x=7
e Para k = —1: x = —5 (fora do intervalo)
Logo:
x=17

Passo 5: Interpretacao do resultado

O valor x = 7 corresponde ao més de julho.
Passo 6: Conclusao

O més de produ¢@o maxima (menor prego) é:

julho|.

Resposta: alternativa (D).

92
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4.8.2 Resolucio utilizando o Geogebra

Tema: Fungdes trigonométricas — modelagem de fendmenos sazonais
Objetivo: Analisar o comportamento de uma funcdo trigonométrica em um contexto
econOmico, identificando valores maximos e minimos a partir de sua representacdo grafica.

Habilidade: Interpretar graficos de funcdes trigonométricas, relacionando seus valores

extremos com situacdes reais e identificando solu¢des em intervalos discretos.

Desenvolvimento da atividade
Passo 1: Apresentacio do problema

Considere a fungdo que modela o preco de um produto ao longo dos meses do ano:

P(x) =8+5cos (ﬂxgﬁ) :

Questio norteadora

Em qual més ocorre a produ¢do maxima do produto?

Passo 2: Insercao da funcao

No GeoGebra, digite:

P(x) = 8 + 5*cos((pi*x - pi)/6)

Figura 4.28 — Inser¢ao da fun¢do no prompt do GeoGebra

AP0 LN S

@ Px)=8+5 ms(“ ‘G )

g i

Passo 3: Ajuste da janela grafica

Configurar:



x: 1 até 12

y: 0 até 15

Figura 4.29 — Ajuste do intervalo de pontos no GeoGebra

RNPB RS CHFIP AN

+  Entraca 0

Passo 4: Marcacao dos meses

Inserir pontos discretos:

Sequence((n, P(n)), n, 1, 12)

@ Basico EioOx EixoOy Grelha

Max 13
Min: O yMax 19l
EmoOK: E00y
osate @
MostrarEixos [ Negrto
-

Estiodatiqueta [] Serf  [J Negito [ Mlico

Barra de Navegagio para Passos de Construgio

O Mostrar

Figura 4.30 — Inser¢@o do intervalo de pontos no GeoGebra

11 = Sequéndia((n, P(m)).n 1,12)
(&)
= {(1.13), (2,1233), (3,105), (4,8), (5. ¢

el

Passo 5: Identificacao do valor minimo

Solicitar aos alunos:

2% & x
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* Observar o ponto mais baixo do grafico

* Identificar em qual valor de x ocorre o menor pre¢o

Passo 6: Interpretacao do contexto

Conduzir os alunos a compreensao de que:

* Menor preco = maior oferta

* Maior oferta = produ¢@o maxima (safra)

Passo 7: Identificacio do més

Observa-se que o valor minimo ocorre em:
x="1.

Figura 4.31 — Visualizacao gréifica do ponto minimo

AL LN @ Q =
@ P)=8+5 (os(" = ") i ‘
I = Sequéncia((n, P(n)).n,1.12) }
° :
= ((1.13). (2. 12.33), (3. 105). (4.8). (5. ¢
12 = Sequéncia(Texto(" (" + (n) +"." + ¥P(
0

= ((LI3)", “(21233) “(3.105)" “(48)"

+  Entrads

Passo 8: Conclusao
O més de producao maxima é:

julho.
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4.8.3 Resolucio utilizando o Maxima

Tema: Fungdes trigonométricas — andlise simbdlica de fendmenos sazonais

Objetivo: Analisar uma funcao trigonométrica em um contexto econdmico, utilizando
0 Maxima para determinar valores extremos e interpretar seus significados.

Habilidade: Resolver equagdes trigonométricas e interpretar solucdes em intervalos

definidos, relacionando resultados mateméticos com situacoes reais.

Desenvolvimento da atividade

Passo 1: Apresentacio do problema

P(x) =8+5cos (?) ,

em que x representa o més do ano.

Considere a funcao:

Questao norteadora:

Em qual més ocorre a producdo maxima do produto?

Passo 2: Definicao da funcao

No Maxima, digite:

Q

P(x) := 8 + 5*cos((%pi*x - %pi)/6);

Figura 4.32 — Insercao da fun¢do no Maxima

00 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26100), 64-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arquivo  Editar  View Célula Maxima EquacBes Matrix Calculo Simplificar List  Grafico Numérico  Ajuda

L - i| | D 2 | | A | & | Maths ~
Greek Letters X o o
« By 5 £ ¢ P(x) := 8 + 5-cos((%pi-x = %pi)/6)
TX =T
noe Lok v P(x):=8+5cos(—]
E m p o T VW 6
¢ X ¥ w
raeaAan =1n
I o Y 0
Mathematical Symbols x

Passo 3: Visualizacao do grafico

Para observar o comportamento da funcao:
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plot2d(P(x), [x, 1, 12],
[xlabel, "Mes"],
[ylabel, "Preco"],

[title, "Variacao sazonal do preco"]);

Figura 4.33 — Visualizacgao gréfica do ponto minimo - Plotando os graficos.

&) wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26100), 64-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arquivo  Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Célculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda

Omals @ BE E|e | o A & o | & | mams v

Greek Letters x

@ B v s e G vV /* lista de pregos por més (1..12) formatada com 2 casas decimais */

n e t k Av lista_precos : makelist(

Emp o T U printf(false, "~,2f", float(P(n))),

N n, 1,12

ra e =0 )

e v /* mostrar resultados */
print("Lista de pregos (2 casas decimais):", lista_precos);
[13.00,12.33,10.50,8.00,5.50,3.67,3.00,3.67,5.50,8.00,10.50,12.33]
Lista de pregos (2 casas decimais): [13.00,12.33,10.50,8.00,5.50,3.67,3.00,3.67,5.50,8.00,10.50,12.33]

Mathematical Symbols [13.00,12.33,10.50,8.00,5.50,3.67,3.00,3.67,5.50,8.00,10.50,12.33]

W sy L

i |

Figura 4.34 — Visualizagao grafica do ponto minimo - Visualizando o gréifico

Variacao do preco sazonal

P(x)

Passo 4: Determinacao do valor minimo

Sabemos que o valor minimo ocorre quando:

cos(0) = —1.



Figura 4.35 — Visualizacdo grafica do ponto minimo - Visualizando o ponto minimo

Preco mensal do produto sazonal

I I
discretel e

12 - 5*cos((%pi*x-%pi)/6)+8 ——

10 - | ./; .

P(x)
e
\‘\

2 4 o 8 10 12

Logo, resolver:

Passo 5: Resoluciao da equacao trigonométrica

No Maxima:
solve (cos((%pi*x - %pi)/6) = -1, x);

Figura 4.36 — Soluc¢do da Equac¢do no Maxima

o wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26100), 64-bit edition) [ ndo salva* |
Arquivo  Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numeérico Ajuda

Uwd|s 0= |a|l@ | o A 2 B ® | g
Greek Letters X
@By 5 & ¢ P(x) := 8 + 5-cos((%pi-x — %pi)/6);
n oL ER P(x):=8+5cos[m(_n]
Em p o 1T U
e x ¥ /* resolver diretamente a equagdo trigonométrica */
raoe = n solve(cos((%pi-x — %pi)/6) = =1, x);
o v solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.
[x=7]




Interpretacdo da solucao:
TX—T

Passo 6: Isolamento da variavel

Resolver algebricamente:
solve ((%pi*x - %pi)/6 = %$pi + 2*%$pi*k, x);
Obtém-se:

x=T7+12k.

Passo 7: Determinacdo no intervalo

Como 1 < x < 12, testar valores inteiros de k:
x(k) =7 + 12*k;
subst (k=0, x(k));
subst (k=-1, x(k));

Resultado valido:

Passo 8: Verificacao do valor minimo

No Maxima:

Confirmando o menor valor da funcao.

Passo 9: Conclusao
O menor pre¢o ocorre no mes:

julho.

=+ 27k.
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4.9 Questao 180 —- ENEM 2015: preco sazonal e funcio cosseno

A fungdo P(x) = 8+ 5cos((mx — 1) /6) modela o prego ao longo dos meses. O minimo
ocorre quando cos = —1, levando a x = 7+ 12k. No intervalo 1 < x < 12, a tnica solugdo é
x =7 (julho).

O GeoGebra permite explorar o fendmeno de forma visual e dindmica. Ao plotar a
funcdo e gerar os pontos discretos (n,P(n)), o aluno identifica imediatamente o ponto mais
baixo em x = 7. Conforme Nogueira (2025, p. 33), o GeoGebra possibilita “abordar conceitos
abstratos de Trigonometria permitindo uma visualizagdo dindmica [...] em vez de depender
apenas de explicagdes tedricas”. A interagdo com o grafico ajuda a entender a periodicidade
anual e a relacdo entre preco, oferta e produgao.

O Maxima complementa com o rigor algébrico. A partir da condic@o cos(0) = —1, re-
solve a equagdo e obtém a solucdo geral x = 74 12k. O estudante testa valores inteiros de k no
intervalo e confirma x = 7. Alves [11] destaca que o Maxima € “uma linguagem computacional
que permite realizar cdlculos numéricos e simbdlicos, representagdes graficas e efetuar progra-
macdo”. A articulacdo entre os dois softwares favorece a intui¢cdo e a descoberta (GeoGebra)
e a validagdo algébrica (Maxima). O professor deve mediar perguntas como “Por que o menor
preco corresponde a producdo maxima?” e “O que aconteceria se monitorassemos o pre¢o por

dois anos?”

4.10 Sintese das potencialidades e complementaridades

As seis questdes analisadas mostram que a integracao entre resolucao analitica, GeoGe-
bra e Maxima potencializa a aprendizagem de fung¢des trigonométricas. O GeoGebra favorece a
intuicdo e a descoberta; o Maxima consolida a formalizacdo e a generalizacdo; a dlgebra tradi-
cional desenvolve o raciocinio 16gico. O professor, como mediador, pode escolher a sequéncia
mais adequada para sua turma, respeitando diferentes estilos de aprendizagem. Essa articula-
cdo estd em sentonia com a BNCC e com as recomendacdes curriculares, que enfatizam o uso

critico de tecnologias digitais para a investigacdo e modelagem matematica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, investigamos o potencial dos softwares GeoGebra e Maxima
como ferramentas complementares no ensino de func¢des trigonométricas, com foco em ques-
toes do ENEM. Analisamos um conjunto de questdes dos dltimos dez anos, aplicamos trés
abordagens distintas, resolu¢do analitica tradicional, exploracdo visual com GeoGebra e mani-
pulacdo simbdlica com Maxima, e estruturamos uma sequéncia didatica que integra esses trés
caminhos. Os resultados obtidos revelam uma verdadeira complementaridade entre os progra-
mas, em que cada um potencializa o outro na constru¢ao do conhecimento matematico.

A andlise das seis questdes evidenciou que a resolugdo analitica tradicional € indispen-
sével para o desenvolvimento do raciocinio 16gico-dedutivo e para a compreensdo profunda das
propriedades das fungdes trigonométricas. Contudo, sua principal limitacao reside na dificul-
dade de visualizagdo e na abstracao exigida para compreender o efeito dos parametros sobre o
grafico. O GeoGebra preenche exatamente essa lacuna: ao permitir a manipulacdo dinamica de
controles deslizantes, o estudante observa, em tempo real, como cada parametro altera ampli-
tude, periodo, fase e deslocamento vertical. Essa experiéncia visual reduz a abstracdo e torna o
conteddo mais acessivel, especialmente para alunos com maior inclinacio para aprendizagem
visual. O Maxima, por sua vez, consolida a formalizacdo: sua capacidade de manipulagdo sim-
boélica permite resolver equacdes de forma exata, generalizar solucdes e validar algebricamente
as conjecturas formuladas a partir da observacdo grifica. Dessa forma, o GeoGebra ajuda o
aluno a ver o fendmeno, enquanto o0 Maxima o ajuda a provar matematicamente o que foi visto.

Essa complementaridade fica evidente na comparagdo sintetizada na Tabela 1, que re-
sume as principais caracteristicas de cada abordagem.

A andlise da tabela evidencia que nenhum dos métodos € superior em todos os aspectos.
A resolucdo analitica € insubstituivel para o desenvolvimento do raciocinio 16gico, mas peca
pela falta de visualizacdo. O GeoGebra revela seu maior potencial justamente onde a abordagem
tradicional mostra sua fragilidade: ao deslocar um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica
e acompanhar a construcao simultanea do grafico correspondente, o aluno percebe, literalmente
com os olhos, a relag@o entre o angulo e as funcgdes seno, cosseno e tangente. Essa experiéncia
sensorial reduz a abstrac@o e torna o conteido mais acessivel. J4 o Maxima se destaca nos

momentos em que a precisdo algébrica € indispensdvel, como na determinacdo do parametro
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Tabela 5.1 — Comparacdo entre as abordagens tradicional, GeoGebra e Maxima

Aspecto Resolucao analitica GeoGebra Maxima
Foco principal Raciocinio  dedutivo, | Visualizacdo dinamica, | Calculo simbdlico, pre-
manipulacdo de equa- | experimentacdo cisdo algébrica

coes

Facilidade de | Depende do dominio | Intuitiva, interface ami- | Curva de aprendizado

uso prévio da dlgebra gavel mais ingreme (coman-
dos)

Visualizacao Limitada (apenas grafi- | Excelente; graficos in- | Geragao de graficos es-

COs manuais)

terativos em tempo real

tdticos com alta preci-
sd0; animagdes possi-
veis, porém menos ami-

giveis
Tratamento de | Passo a passo completo, | Permite resolucdo | Resolve simbolica-
equacoes sujeito a erros humanos | numérica e simbdlica | mente, fornecendo
(CAS); util para verifi- | solugdes exatas e gerais
cacao
Contextualizacio| Depende da habilidade | Favorece a associagdo | Util para validar mode-

do aluno em interpretar

entre fendmeno real e

los e generalizar resul-

texto grafico tados
Tempo de reso- | Varidvel (pode ser alto | Rdpido para andlise | Muito rapido apds do-
lucao em problemas comple- | qualitativa minio da sintaxe

X0S)

Papel do profes-

Mediador do método,

Mediador de conjectu-

Facilitador da lingua-

sor corretor de procedi- | ras, orientador da ex- | gem algébrica, intér-
mentos ploracao prete de resultados sim-
bdlicos
Fonte: Elaborado pelo autor com base nos resultados da pesquisa.

B no movimento do pistao, fornecendo a soluc@o geral e eliminando erros de arredondamento

comuns em calculadoras convencionais.
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5.1 A dimensao da légica de programacao: contribuicoes dos Apéndices H e I

Além da complementaridade entre visualiza¢do dindmica e calculo simbdlico, este tra-
balho revelou uma terceira dimensao de andlise: a possibilidade de resolver a mesma questao
do ENEM por meio de 16gica de programagdo, tanto no GeoGebra quanto no Maxima. Essa
frente de investigagcdo surgiu da constatacao, discutida na Fundamentacao Tedrica, de que o
pensamento computacional engloba estratégias de decomposi¢@o, reconhecimento de padroes,
abstracdo e design de algoritmos aplicdveis a qualquer conteiido matematico.

No Apéndice H, a Questao 180 (ENEM 2015) foi resolvida por uma busca linear per-
correndo os doze precos mensais até localizar o valor minimo. No GeoGebra, essa busca foi
implementada de forma declarativa, com os comandos Minimo e IndiceDe operando sobre uma
lista de dados; no Maxima, a mesma ldégica foi construida de forma imperativa, com um lago
for e uma condicional if escritos pelo proprio usudrio. Essa contraposi¢do entre paradigmas
evidencia que a escolha da ferramenta molda a maneira como o aluno enxerga o problema, seja
delegando o processo ao software, seja explicitando cada etapa da decisdo algoritmica.

O Apéndice I aprofundou essa investigagdo ao implementar a mesma busca como um
script dindmico executado por um botdo no GeoGebra. A trajetéria até esse resultado, mar-
cada por limitagdes do GGBScript e pela migracdo para JavaScript, revelou que o GeoGebra
comporta um ambiente de programacao interativo capaz de dialogar com uma linguagem ex-
terna consolidada. Essa possibilidade amplia o potencial do software para além do ensino de
trigonometria, aproximando a disciplina de Matemadtica das competéncias de pensamento com-
putacional previstas no complemento a BNCC. Para o professor, esses apéndices sugerem um
caminho pedagdgico adicional: apds consolidada a compreensdo do contetudo pelas vias anali-
tica, visual e simbdlica, é possivel propor aos alunos o desafio de programar o préprio algoritmo
de resolucao, transformando o contetido em uma porta de entrada para o letramento computaci-

onal.

5.2 Limitacoes e desafios enfrentados

Apesar dos resultados positivos, algumas limita¢des precisam ser registradas. A falta de
infraestrutura adequada em muitas escolas publicas pode inviabilizar o uso dos softwares, o que

reforca a necessidade de politicas publicas que garantam acesso a laboratdrios de informatica.
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Além disso, tanto o GeoGebra quanto o Maxima exigem tempo de familiarizagdo inicial; o Ma-
Xxima, em particular, com sua sintaxe em inglés e comandos especificos, apresenta uma curva
de aprendizado mais ingreme, o que demandaria suporte intenso do professor. Essa dificuldade
ficou evidente na elaboracao dos apéndices: rodar os comandos do Maxima exigiu memorizar
uma sintaxe propria (solve, subst, plot2d, entre outros), algo que um aluno do Ensino Médio
sem contato prévio com programacao dificilmente conseguiria fazer sozinho. No GeoGebra,
a manipulacdo de sliders e a constru¢do geométrica seguem uma légica mais intuitiva. Con-
tudo, € importante ressaltar que esta pesquisa ndo envolveu uma aplicac¢do pratica com alunos;
as consideragdes sobre dificuldades sdao hipotéticas, baseadas na andlise das ferramentas e na
literatura consultada.

Outra limitagdo foi a impossibilidade de aplicar a sequéncia didética de forma extensiva
em multiplas turmas, o que restringe a generaliza¢do dos resultados. Contudo, os indicios s@o

suficientemente fortes para recomendar o uso integrado dos softwares.

5.3 Sugestoes para trabalhos futuros

Como desdobramento natural desta pesquisa, sugerem-se as seguintes possibilidades

para trabalhos futuros:

* Aplicar a sequéncia didética proposta em um nimero maior de escolas, com a devida

aprovacdo do comité de ética, incluindo a validag@o estatistica dos resultados.

* Desenvolver materiais de apoio especificos para 0 Maxima com comandos traduzidos e

exemplos focados em trigonometria, para reduzir a barreira linguistica.

* Investigar o impacto do uso combinado dos softwares na retencdo de longo prazo dos

conceitos trigonométricos.

* Adaptar as atividades para dispositivos méveis, aproveitando a versdo mobile do GeoGe-
bra e possiveis interfaces do Maxima para tablets, ampliando o acesso em escolas com

infraestrutura limitada.
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5.4 Conclusao

Este trabalho reafirmou que o ensino de funcdes trigonométricas pode ser significati-
vamente enriquecido com o uso criterioso de tecnologias. O GeoGebra e o Maxima ndo sio
concorrentes, mas parceiros em um processo que valoriza tanto a intuicado quanto o rigor. O
professor continua sendo o elemento central, pois € ele quem escolhe quando e como usar cada
ferramenta, quem cria as perguntas desafiadoras e quem ajuda o aluno a dar sentido aos graficos
e as expressoes algébricas.

Esperamos que este estudo incentive mais professores a experimentar essas ferramentas
em suas aulas, adaptando-as as realidades de suas turmas. A matemdtica, quando bem mediada,
deixa de ser um obstaculo intransponivel e se transforma numa linguagem viva que descreve
o mundo ao nosso redor, desde 0 movimento de um pistao até a oscilagdo dos precos de uma

safra.
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A APENDICE A - SEQUENCIA DIDATICA UTILIZANDO O MAXIMA - FUNCOES
TRIGONOMETRICAS E SUAS INVERSAS

Sequéncia Didatica utilizando o0 Maxima - Funcoes
Trigonométricas e suas inversas: Explorando recursos
computacionais como o software Maxima

Patrick Corréa do Santos
Universidade Federal de Lavras — PROFMAT/UFLA, Lavras, MG

Planejamento da sequéncia didatica

Publico-alvo

Alunos do 2° ou 3° ano do Enseno Médio que ja tenham tido contato prévio com as
nog¢des basicas de trigonometria (razdes trigonométricas no tridngulo retangulo e ciclo trigono-
métrico).

Niimero de aulas e dura¢ao

A sequéncia foi planejada para ser desenvolvida em 4 aulas, cada uma com duracgao de
50 minutos (total de 200 minutos). Caso o professor disponha de laboratério de informaética, as
aulas poderdo ser realizadas em dois encontros de 100 minutos.
Objetivos gerais
» Compreender o papel dos pardmetros a, b, ¢ e d na fungdo f(x) = a-+bcos(cx+d).

 Utilizar o software Maxima para calcular valores exatos e aproximados de funcdes trigo-

nométricas.
* Interpretar e construir graficos de fung¢des trigonométricas com o auxilio do Maxima.

* Relacionar a representacao algébrica com a representacdo grafica de funcdes cosseno e

S€no.
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* Desenvolver habilidades de investigacao e validacdo de conjecturas por meio da compu-

tacdo simbolica.

Recursos necessarios

* Computador com o software Maxima instalado (versao 5.47.0 ou superior, com interface

wxMaxima).
* Projetor para demonstracao (opcional, caso o professor queira mediar coletivamente).

* Acesso a internet (apenas para download do software, caso nao esteja instalado previa-

mente).

Estrutura da sequéncia

A sequéncia estd organizada em cinco momentos, que podem ser distribuidos ao longo

das aulas conforme o ritmo da turma:

1. Defini¢do e primeiros comandos no Maxima.

2. Cdlculo de valores numéricos e racionalizacdo.

3. Construcdo e analise de gréficos (seno, cosseno, tangente).
4. Exploracao dos parametros da fun¢do cosseno.

5. Integracdo com GeoGebra e desafio final (aplicacdo em problema do ENEM).
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Introducao

Os angulos de um triangulo retangulo estdo relacionados aos seus lados por meio das
trés fungdes trigonométricas principais: seno (sen), cosseno (cos) e tangente (tan). Em uma

fun¢do como

f(x)=a+b-cos(cx+d)

os parametros a,b,c,d determinam, respectivamente, a amplitude, o periodo, o deslocamento
vertical e o deslocamento horizontal, modificando assim sua representacdo grafica. Neste ro-

teiro de aula exploraremos os parametros com o auxilio do software Maxima.
Definindo as funcdes trigonométricas basicas

Figura A.1 — Declarando as fun¢des no Maxima

f(x):= sin(x);

g(x):= cos(x);
h(x):= tan(x):

Encontrando os Valores numéricos

Figura A.2 — Valores Numéricos

/* Definindo o dngulo em radianos */
teta: %pi/6; /* Exemplo para 30° */

/* Calculando seno, cosseno e tangente */
f(teta);
g(teta);
h(teta);
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Tabela A.1 — Tabela de dngulos notdveis (para completar).

Angulo sen(6) cos(6) tan(0)
0°(0)

Validando com o Maxima

Utilizando os comandos do Maxima, calcule os valores exatos de sen(30°), cos(60°),
tan(45°) etc. Compare com os valores que vocé preencheu na tabela. Em seguida, obtenha
os valores decimais com o comando float (...). Registre as diferencas e observe quando o
Maxima retorna expressoes com radicais.

Valores em decimais

Figura A.3 — Valores Numéricos

float(f(teta)):
float(g(teta));
float(h(teta)):

Racionalizando Denominadores

ratsimp (expr) — simplifica fra¢des e racionaliza denominadores.
radcan (expr) — simplifica radicais, combina raizes semelhantes e racionaliza denominado-
res.

Figura A.4 — Racionalizagdo de Denominadores

ratsimp(tan(%pi/6));
radcan(tan(%pi/6));
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Analisando Graficos
Comparando Grafico do Seno e Cosseno

Figura A.5 — Seno vs Cosseno

wxplot2d([sin(x), cos(x)], [x, —2-%pi, 2-%pil,
[legend, "Seno”, "Cosseno”],
[xlabel, "f\nguln (rad)”],
[ylabel, "Valor"],
[title, "Funcoes Seno e Cosseno”],
[xtics, —2-%pi, %pi/2, 2-%pi]);

Figura A.6 — Grafico Seno vs Cosseno

R

. . . . . .
-6.28319 -4./1239 -3.147159 -1.5/08 0 1508 3.14154 4.11239 6.28319
Angulo (rad)
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Seno vs Cosseno - Alterando o eixo x para radianos

Figura A.7 — Seno vs Cosseno em Radianos

wxplot2d([f(x).g(x)]. [x. —2-%pi, 2-%pil,
[legend, "Seno”, "Cosseno"],
[xlabel, "Angulo (rad)"].
[ylabel, “Valor"],
[title, "Funcdes Trigonométricas”],
[gnuplot_preamble, "
set xtics ('-2m’ -6.2832, '-m' -3.1416, '0’' 0, '’ 3.1416, '2m" 6.2832)
set grid
“:

Figura A.8 — Seno vs Cosseno

Fungdes Ingonometncas

-2 -n 0 ™ 2m
Angulo (rad)

Grafico da Tangente

Figura A.9 — Comando Tangente
wxplot2d(tan(x), [x, —2-%pi, 2-%pil. [y. =5, 5]
[title, "Funcao Tangente"”],
[gnuplot_preamble, "set grid"]);
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Figura A.10 — Tangente

Fungéo langente

Figura A.11 — Comando Tangente em Radianos

wxplot2d(tan(x), [x, —2-%pi, 2-%pil, [y. —5. 5].
[title, "Grafico da Funcao Tangente”],
[xlabel, "ﬁmguln x"1,
[ylabel, "tan(x)"],
[gnuplot_preamble, ”
set xtics (*-2m’ -6.28, '-m' -3.14, '0’ 0, '’ 3.14, ‘2w’ 6.28)
set grid
1)



115

Figura A.12 — Tangente em Radianos

Gratico da Fungio langents

Parametros das Funcoes

f(x)=a+b-cos(cx+d)
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Informando os parametros

Figura A.13 — Comandos para informar os pardmetros
“=== EXPLORADOR DE PARAMETROS: f(x) = a + b-cos(c:x + d) ===";

"Digite valor para a (deslocamento vertical):";
a: read("Exemplo: 17);

“Digite valor para b (amplitude):”;
b: read("Exemplo: 2");

"Digite valor para c (frequéncia):";
c: read("Exemplo: 3");

“Digite valor para d (deslocamento de fase):";
d: read("Exemplo: %pi/4");

wxplot2d([funcao_base, funcao_parametrizada],
[)(,- _2'%pir 2'%pi], [y: _51' 5]):

Figura A.14 — Informacdes apresentadas pelo aluno

/* Mostrando informacoes dos parametros */
print("=== ANALISE DOS PARAMETROS ===");
print("a =", a, "— Deslocamento vertical (eixo y)");
print("b =", b, "— Amplitude (metade da altura da onda)");
print(“c =", ¢, "— Frequeéncia (", c/(2-%pi), "Hz)");

print("d =", d, "— Deslocamento de fase (horizontal)");
print("Periodo da funcao =", 2-%pi/abs(c));

Atividade exploratoria — o papel de cada parametro

Antes de usar o0 Maxima, retina-se com um colega e discuta:

* O que vocé acha que acontece com o gréfico da fungéo f(x) = a+ bcos(cx +d) quando

aumentamos o valor de a? E quando diminuimos?



* O que o parametro b representa graficamente? E ¢? E d?

* Anote suas hip6teses aqui:
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Agora, com o auxilio do Maxima, vamos testar suas conjecturas.

Para cada um dos casos abaixo, utilize 0 Maxima para plotar as fun¢des e responda:

1. Fixeb=1,c=1,d =0e varie a de —3 a 3. O que acontece com o gréfico?

2. Fixea=0,c=1,d =0e varie bde 0,5 a 3. O que representa b?

3. Fixea=0,b=1,d =0 e varie c (ex.: 0.5, 1, 2). Como o periodo € afetado?

4. Fixea=0,b=1,c=1evaried (ex.: 0, ©/2, m). O que ocorre com o gréfico?

Anote suas conclusdes em uma tabela como a abaixo:

Tabela A.2 — Conclusdes sobre os parametros.

Parametro

Efeito no grafico

Efeito na formula

a

deslocamento vertical

b
c
d

Atividades utilizando os pariametros das func¢oes trigonométricas

Exemplo 1: Funcio base f(x) = cosx e vamos comparar com f>(x) = 2cos.x.
Exemplo 2: Fungio base fi(x) = cosx e vamos comparar com f3(x) = 2+ cos.x.

Exemplo 3: Fung¢do base fj(x) = cosx e vamos comparar com f(x) =2+ 2cos.x.

Comparando com o GeoGebra

Abra o GeoGebra e crie controles deslizantes para a, b, ¢, d. Defina a fungdo f(x) =

a+bcos(ex+d).

* Movimente os controles e observe as mudancgas no grafico em tempo real.

» Compare as suas conclusdes obtidas no Maxima com o que vocé vé no GeoGebra.

* Qual dos dois softwares voc€ achou mais intuitivo para explorar os parametros? Por qué?
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Desafio: modelando um fenomeno real

Uma roda-gigante tem raio de 80 m e seu centro estd a 88 m do solo. A funcdo

que descreve a altura de uma cadeira em fungio do angulo é h(¢) = 80sen(r) + 88.

1. Use o Maxima para calcular a altura quando 7 = £ e quando = 37

2. Use o GeoGebra para plotar o grafico e identificar o valor mdximo e minimo.
3. Explique, com suas palavras, como os parametros 80 e 88 aparecem no grafico.

4. Compare com a fungo P(x) = 8 + 5cos (%) (ENEM 2015). Qual é o papel dos

pardmetros nesse modelo?
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B APENDICE B—SEQUENCIA DIDATICA: MODELAGEM DE MARES COM FUN-
COES TRIGONOMETRICAS

Descobrindo as Marés com Matematica

Uma aventura investigativa usando anélise, GeoGebra e Maxima

Patrick Corréa do Santos
Universidade Federal de Lavras — PROFMAT/UFLA, Lavras, MG

Planejamento da sequéncia didatica

Publico-alvo

Alunos do 2° ou 3° ano do Enseno Médio com nocdes bdasicas de trigonometria (seno,
cosseno, periodo, amplitude).
Nimero de aulas e duracao

2 aulas de 50 minutos cada (100 minutos), preferencialmente no laboratério de infor-
matica.
Objetivos

* Compreender como fungdes seno modelam fendmenos periddicos reais (marés).

* Resolver inequagdes trigonométricas de forma analitica, visual e simbdlica.

Utilizar o GeoGebra para explorar e validar hipoteses graficamente.

Utilizar o Maxima para obter solu¢des exatas e generalizadas.

Refletir sobre as vantagens de cada abordagem e escolher a mais adequada para diferentes

situacoes.
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Materiais

* Computadores com GeoGebra e Maxima instalados (ou acesso online).
¢ Folhas de atividades (incluindo as tabelas abaixo).

* Projetor para discussdo coletiva (opcional).

Problema motivador: '"Salvando o navio"'

Vocé é o capitao de um navio cargueiro. O porto tem marés que variam segundo a

funcao:
h(t) = 10+4sen (m)
B 12/

onde h é a altura da dgua (em metros) e t as horas apés meia-noite (0 a 24). Seu navio precisa
de pelo menos 12 metros de profundidade para ndo encalhar. Durante quantas horas vocé

pode ficar atracado com seguranga?

Antes de comecar — suas hipoteses

Preencha a tabela com seu palpite inicial (sem usar os softwares ainda):

Tabela B.1 — Registro de hipdteses iniciais

Pergunta Sua resposta (palpite)
Qual o periodo da
maré? (quantas horas
entre duas marés altas
consecutivas?)

Qual a altura maxima
da 4gua? E a minima?
Em qual(is) horério(s) a
dgua atinge exatamente
12 m?

Entre quais horas a pro-
fundidade € suficiente?
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Primeira abordagem: investigacao analitica (1apis e papel)
Passo 1 — Organizando a inequacao

Sabemos que Ai(t) > 12. Escreva a inequagio e simplifique:

Tt mt 1
Z) > ) > -,
10+4sen<12) >12 = sen(lz) Z5

Passo 2 — Lembrando o circulo trigonométrico

Complete a tabela com os angulos em que sen = 1/2:

Tabela B.2 — Solugdes da equagdo sen 6 = 1/2 no primeiro periodo

0 (radianos) | 0 (graus) | sen 0
/6 30° 1/2
5m/6 150° 1/2

Passo 3 — Resolvendo a inequacao

Sabemos que sen 6 > 1/2 ocorre entre esses angulos. Escreva a solugdo geral:

5
g+2k7r§ 0 < g+2k7r.

Substitua 0 = ’f—é e isole 7:

t Sm
< =
~— 6

S

<

ol N
=]

Passo 4 — Interpretaciao

Qual o significado fisico do intervalo encontrado? O navio pode ficar atracado das 2h as
10h, ou seja, por 8 horas.
Verificaciao rapida

Teste t = 2 e t = 10 na funcdo original. Eles realmente ddo 12 metros? Por qué?
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Segunda abordagem: explorando com o GeoGebra

Agora vamos visualizar a situacao e testar nossas hipoteses.

Passo 1 — Construindo o modelo
Abra o GeoGebra e digite:
h(t) = 10 + 4*sen(pi*t/12)

Ajuste a janelapara0 <t <24e(0<y<16.

Passo 2 — Adicionando referéncias

Insira a reta que representa a profundidade minima:

y = 12

Passo 3 — Encontrando as intersecoes

Use a ferramenta de interse¢do: clique em "Intersecao de dois objetos", depois na funcao

e na reta. Anote os valores:

Tabela B.3 — Intersecdes obtidas no GeoGebra

Ponto de intersecao | Valor de ¢
A 2
B 10

Passo 4 — Respondendo a pergunta inicial

Observando o gréfico, a funcdo fica acima da reta entre os pontos A e B. Portanto, o
intervalo € [2, 10], ou seja, das 2h as 10h.
Pergunta reflexiva

Por que no GeoGebra ndo precisamos resolver a inequacdo? O que ganhamos com essa

visualizacdo?
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Terceira abordagem: validando com o Maxima

Agora usaremos o Maxima para confirmar algebricamente e generalizar.

Passo 1 — Definindo a funcao

h(t) := 10 + 4*sen(%pi*t/12);

Passo 2 — Resolvendo a equacao

solve(h(t) = 12, t);

O Maxima retorna:

Passo 3 — Resolvendo a inequacao

solve (h(t) >= 12, t);

O software mostra a solucdo geral: 2 <7 < 10.

Passo 4 — Plotando o grafico

plot2d(h(t), [t,0,24], [y,0,16]);

Pergunta reflexiva

Qual a vantagem do Maxima em relacdo a resolucdo analitica manual? Em que situacoes ele

é mais util?

Conclusao - Integrando as abordagens

Preencha a tabela comparativa abaixo, discutindo com seus colegas:
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Tabela B.4 — Comparando as trés formas de resolver

Abordagem Ponto forte Ponto fraco / desa-
fio

Analitica (lapis e pa-

pel)

GeoGebra

Maxima

Desafio extra (para casa)

Um novo porto tem fungdo de maré h(r) = 8+ 5cos (%’) Determine o periodo, a ampli-

tude e o intervalo de tempo em que a profundidade € superior a 10,5 m. Use as trés abordagens

(analitica, GeoGebra, Maxima). Registre suas descobertas em um pequeno relatorio.

Respostas para o professor (nao aparecem na versao do aluno)

Periodo da maré: T = % = 24 horas.

* Intersecoes: t =2 e t = 10 (exatos).

Intervalo seguro: das 2 as 10 horas.

Altura maxima: 10+4 = 14 m; minima: 10 —4 = 6 m.

O desafio extra: amplitude 5, periodo 12 horas, intervalo: resolvendo cos(mz/6) > 0.1 —

aproximadamente entre 0,6 e 5,4 horas (simétrico em torno de 3).
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C APENDICE C — QUESTAO 160 (ENEM 2025): FUNCAO TANGENTE E MODE-
LAGEM DE UM RECIPIENTE

Contextualizacao

A questdo exige a construcdo da fun¢do D(T') = 30+ tan [% (T —2.5)], obtida a partir da
leitura de um gréfico com assintotas verticais e um ponto de inflexdo conhecido. Diferentemente
das demais questdes selecionadas, que partem de fendmenos com comportamento oscilatério
limitado (seno e cosseno), esta envolve a funcdo tangente, cujo dominio restrito e crescimento
ilimitado nas proximidades das assintotas colocam desafios particulares tanto para a leitura

gréfica quanto para o tratamento algébrico.

Resolucao Utilizando o GeoGebra

Passo 1 — Controles deslizantes

k = 30
p=20,5
m=-2,5

Passo 2 — Insercao da funcao
D(T) = k + tan(p*(T + m))

Passo 3 — Pontos de referéncia

Passo 4 — Assintotas verticais

(5 - 2%pi) /2

b
Il

(5 + 2*pi) /2

ke
Il

Dica para professores: Vale inserir a funcdo com k, p e m ainda genéricos e deixar a
turma ajustar os sliders até "descobrir"os valores certos, em vez de ja entregar a fung¢do pronta
no quadro. O processo de tentativa costuma prender mais a aten¢do do que a férmula final

copiada direto.
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Figura C.1 — Tela do GeoGebra: construcio da fun¢do com os controles deslizantes k, p € m, com visu-
alizacdo das assintotas e dos pontos A e B

k=30 : “ -3
p=05 H
-]
m=-25 H L
- -]
D(T) = k+1tg(p (T+m)) :
® (i (r-2)
© A-00 :
© B-(25%
® . :57221
+  Entrad A 2
+ Q
Q
- -

Fonte: O autor.

Resultado encontrado: a constru¢do no GeoGebra reproduz a funcdo D(T) = 30 +
tan [% (T — 2,5)} obtida na resolucao analitica (Se¢ao 4.1.2). As assintotas aparecem exatamente
nos pontos calculados algebricamente, T = (5—27)/2 e T = (5+2m)/2, o que bate com a

alternativa (E).
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Resolucao Utilizando o Maxima

Nota: No Maxima, cada entrada de comando € representada por %i (input) e cada saida
por %o (output). Apds digitar o comando, € preciso pressionar Shift + Enter para executa-lo e
visualizar o resultado na tela.

Célula 1 — Definir a funcao
D(T) := 30 + tan((1/2)*(T - 2.5));
Célula 2 — Grafico

plot2d(D(T), [T, -1.5, 71, ly, —-20, 80],
[xlabel, "Tempo (T)"], [ylabel, "Distdncia D (cm)"],

[title, "Gréafico da funcdo D(T)"]);

Figura C.2 — Comandos de entrada e saida no Maxima

Arquivo Editar View Ceélula Maxima Equacbes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda
D@ & & &| B x| E ®

D(T) := 30 + tan((1/2)-(T - 2.5));

% L |

Maths v

D( T):=30+tan(%(T—2.5)]

plot2d(D(T), [T, -1.5, 7], [y, —20, 80],
[xlabel, "Tempo (T)"], [ylabel, "Distancia D (cm)"],
[title, "Grafico da fungdo D(T)"])):

plot2d: some values will be clipped.

false

Fonte: O autor.

Nota: Ao rodar o comando plot2d, o Maxima pode exibir o aviso "plot2d: some values
will be clipped."e devolver (%0) false logo abaixo. Isso ndo € um erro. O aviso aparece
porque o eixo y foi limitado entre —20 e 80, e a curva € cortada de propdsito nesse intervalo
para nao ficar ilegivel perto das assintotas. J4 o false € apenas o valor de retorno padrao do
comando plot2d, sem significado matematico — o grafico em si abre normalmente em uma
janela separada.

Nota: o intervalo de plotagem foi ampliado para [—1,5,7] (em vez de [0,4]) para que as
duas assintotas aparecam na tela. No intervalo original elas ficam fora do dominio plotado, e a

curva sai s6 como um trecho suave.
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Figura C.3 — Gréfico gerado pelo comando plot2d

BE|reuaaald?

Grafico da fungdo D(T)
80

60 —

40 -

20 -

Distancia D (cm)

-0 L
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Tempo (T)

5.81756. -42.1756
Fonte: O autor.

Nota: Embora a curva ja revele indiretamente onde estao as assintotas (pelo comporta-
mento proximo a7 ~ —0,64 e T ~ 5,64), é possivel desenha-las como linhas verticais explicitas
no gréfico, deixando o resultado mais préximo do que ja foi construido no GeoGebra e mais

claro para quem for consultar o apéndice.

Célula 3 — Grafico com as assintotas desenhadas explicitamente

plot2d([D(T),
[parametric, (5-2*%pi)/2, s, [s, -20, 80]],
[parametric, (5+2*%pi)/2, s, [s, -20, 80111,
(T, -1.5, 71, [y, -20, 801,
[xlabel, "Tempo (T)"], [ylabel, "Distancia D (cm)"],
[title, "Gra&fico da funcdo D(T) com assintotas"],
[style, [lines,2], [lines,1], [lines,1]1],

[legend, "D(T)", "Assintota 1", "Assintota 2"]);
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Figura C.4 — Gréfico gerado no Maxima com as assintotas desenhadas explicitamente

@ Gnuplot (window id : 0) = O X
D&a&|enre@aaala ?

Grafico da fungao D(T) com assintotas

BD | ! T | | |
i D(T) 4—
60 Assintota 1 {——
= i 5 Assintota 2 N
£ 5
R : .
£ :
g 20 :
& 20| r
° :
a ;
0+ H
-20 | | | | | | |

Tempo (T)
443237, -45.6815
Fonte: O autor.

Célula 4 — Valores pontuais

Célula 5 — Parametros e periodo

£(T) := k + tan(p*(T + m));
k :30; p:1/2; m: -2.5;

periodo : %$pi/p;

Dica para professores: Separar o grifico (Células 2 e 3) dos valores numéricos (Células
4 e 5) em comandos distintos ajuda o aluno a associar cada saida ao comando que a gerou. Numa

apresentacdo ou aula, rodar tudo de uma vez sé deixa a leitura mais confusa.
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Figura C.5 — Valores calculados de D(0), D(2,5) e do periodo

2 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ Max-fig16 C2.wxmx* ]

Arquivo Editar View Célula Maxima Equaces Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numeérico  Ajuda

x|z % 0 =8| & e A R M@ mams v
D(0)
D(2.5)
f(T) :=k + tan(p-(T + m))
k:30;p:1/2;m:-25
periodo : %pi/p
26.99043032613717
30.0
f(T):=k+tan(p (T +m))
30
i
2
-25
2T
Fonte: O autor.
Resultado encontrado: o periodo calculado (periodo : %pi/p)e os valores de D(0)

e D(2,5) reproduzem os mesmos niimeros usados na constru¢io da fungéo. Isso valida algebri-

camente a expressao da resolugdo analitica, alternativa (E).

Anadlise Comparativa: GeoGebra e Maxima na Questao 160

A construcao desta questdao no GeoGebra depende quase inteiramente da manipulacao
dos controles deslizantes k, p e m. E movendo esses valores que o aluno percebe, na pritica, o
efeito de cada parametro sobre o grafico: m desloca a curva, p altera a inclina¢@o e o periodo, k
move a curva verticalmente. Essa é uma vantagem real do software para esta questao especifica,
porque a fun¢do tangente tem um comportamento perto das assintotas que € dificil de imaginar
s6 olhando a férmula.

Jd o Maxima serve para confirmar o que foi visto no grafico. Os valores de D(0) e
D(2,5), por exemplo, podem parecer corretos visualmente, mas s6 o cédlculo simbdlico garante
que estdo certos, sem depender da escala usada na tela. O mesmo vale para o periodo: o
comando periodo : %pi/p devolve um valor exato, que o GeoGebra sozinho ndo oferece
com a mesma precisio.

Na prética, esta questdo mostra bem o papel de cada ferramenta: o GeoGebra ajuda o
aluno a entender por que a funcdo se comporta daquele jeito perto das assintotas, e o Maxima

garante que os nimeros encontrados estdo certos. Um professor que use s6 o GeoGebra corre o



131

risco de deixar tudo no campo do "parece que"; quem usa s6 o Maxima perde a construcao da

intuicdo geométrica que vem antes do cdlculo.
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D APENDICE D — QUESTAO 142 (ENEM 2023): TEMPERATURA NA ESTUFA E
FUNCAO SENO

Contextualizacao

A questdo modela a temperatura de uma estufa por 7'(x) = 20 — 10sen (%) ,0<x<24,
e pergunta quantas vezes a temperatura minima ocorre nesse intervalo. Trata-se de um problema
de contagem de solucdes de uma equagdo trigonométrica em um dominio limitado, uma tarefa

em que a leitura grifica e a resolucao algébrica tendem a se apoiar mutuamente.

Resolucao Utilizando o GeoGebra
Passo 1 — Insercao da funcao
T(x) = 20 - 10*sen(pi*x/4)

Janela grafica ajustada para x: 0 a 24; y: 0 a 30.

Figura D.1 — Inserindo a fungdo

[l

GeoGebra Calculadora | A/ Grafica ~ Cll ATRiBUR ENTRAR
B O T =20-10sen(r :) N 3
Ao +  Entrad

° 1

m

oL (>

Fonte: O autor.

Passo 2 — Generalizacio com parametros
T(x) = a + b*sen(c*x)

Variacdo de a, b e c para observar o efeito de cada parametro isoladamente.
Dica para professores: Antes de revelar a resposta (trés minimos), vale pedir que os

alunos contem em voz alta olhando s6 o grafico, e depois comparar com o resultado exato do
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Maxima. Esse contraste entre "o que eu contei"e "o que a dlgebra confirma'"costuma render boa

discussao em sala.

Figura D.2 — Tela do GeoGebra: grafico de T(x) no intervalo [0, 24] com os trés minimos visiveis, com
exploragdo dos pardmetros a, b e ¢

= GeoGebra Calculadora

(¢

@

@

T = 20-10 sen(r 5)
a=30

0 @

b=10

5 'S

© = -1.5707963267949
-6.2831853071796 (C]
g(x) = a—b sen(cx)

= 30— 10 sen(—1.5707963267!

Entrada.

A Gréfica ~

=;1.5707963267949

< ATRIBUIR ENTRAR

A

=10

b/1
.

- 4

1o (e

Fonte: O autor.

Ela deve aparecer sobreposta a curva de T(x), coincidindo exatamente (ja que

a=20, b=10, c=/4 sdo os mesmos valores).

Passo 3 — Ver os sliders na tela

Depois de criados, os trés (a, b, ¢) aparecem na Janela de Algebra. Clique na bolinha colorida

ao lado de cada um para garantir que estdo visiveis como controles deslizantes na tela do grafico

(as vezes eles ficam ocultos por padrdo nessa versao Calculadora).

Passo 4 — Explorar

Arraste o slider de cada parametro, um de cada vez, e observe:

* a — desloca a curva toda para cima/baixo (€ a "linha média"da temperatura)

* b — estica ou encolhe a amplitude (a distancia entre pico e vale)

* ¢ — aperta ou alarga a curva no eixo x (muda o periodo/quantos ciclos cabem no inter-

valo)

Resultado encontrado: a contagem visual no GeoGebra mostra trés minimos da funcao

T (x) no intervalo [0,24]. E o mesmo resultado da resolugio analitica (Segdo 4.1.3), alternativa

(B).



Resolucao Utilizando o Maxima

Célula 1 — Definir a funcao
T(x) := 20 - 10*sen (%pi*x/4);
Célula 2 — Grafico

plot2d(T(x), [x, 0, 24], [xlabel, "Tempo (h)"], [ylabel, "Temperatura"],

[title, "Variacado da temperatura"]);

Figura D.3 — Comandos na interfae do Maxima

B wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200)

, B4-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico  Ajuda

x| g CE| B e A & M| & mams .
T(x) := 20 — 10-sin(%pi-x/4),
T(x):=20-10 sin "T"]

plot2d(T(x), [x, 0, 24], [xlabel, "Tempo (h)"], [ylabel, "Temperatura"],
[title, "Variagdo da temperatura"]);
false

Fonte: O autor.

134
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Figura D.4 — Gréfico gerado no Maxima

=
DA@cs| ezxa@aaaly ?
Variacao da temperatura
30 I I
o
=]
i
[
=1
5
—
10 | 1 | |
0 5 10 15 20
Tempo (h)

29.6213, 3.78467

Fonte: O autor.

Célula 3 — Resolver a equacio do minimo

min_val : 20 - 10*1;

solve (sen (%pi*x/4) =1, x);

Nota: Ao rodar o comando solve (sen ($pi*x/4) = 1, x), o Maxima retorna apenas
uma solucdo (x = 2) e exibe o aviso "solve: useng arc-trig functions to get a solution. Some
solutions will be lost."Isso ndo é um erro: como a fun¢do seno € periddica, existem infinitas
solugdes para essa equagdo, e o comando solve devolve apenas o valor principal (a primeira
solucdo encontrada pela fungio inversa do arco-seno), descartando as demais. E por isso que,
na sequéncia, se define a formula geral x(k) = 2 + 8k e se testam manualmente os valores de k
(0, 1, 2, 3) para recuperar todas as solu¢des dentro do intervalo do problema. Entre os quatro
valores obtidos (x = 2,10, 18,26), apenas x = 2, x = 10 e x = 18 pertencem ao intervalo [0,24]

do enunciado; x = 26 fica fora do dominio e deve ser descartado.
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Célula 4 — Testar os valores de k no intervalo

x(k) =2 + 8*k;

subst (k=0, x(k));
subst (k=1, x(k));
subst (k=2, x(k));
subst (k=3, x(k));

Dica para professores: A Célula 4 ¢ um bom momento para pausar e perguntar a
turma quantos valores de k ainda vao "caber"dentro de 0 < x < 24 antes de rodar a proxima
substitui¢ao. Isso transforma o comando em uma pequena previsdo, ndo s6 em uma saida de

tela.

Figura D.5 — Saida do comando solve e das substitui¢des de k

rafico  Numérico Ajuda

&

1 Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Céleulo  Simplificar  List

G
= & | 0 B e -

min_val : 20 = 10-1;
solve(sin(%pi-x/4) = 1, x);

Maths ~

0,

10
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

[x=2]

x(k) ;=2 + 8k;
subst(k=0, x(k));
subst(k=1, x(k));
subst(k=2, x(k));
subst(k=3, x(k));
x(k)=2+8k

2

10

18

26

Fonte: O autor.

Resultado encontrado: a solugcdo geral do comando solve, testada para k = 0, 1,2,
devolve os instantes x = 2,10,18. Sdao os mesmos valores calculados na resolugdo analitica,

alternativa (B).
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Anadlise Comparativa: GeoGebra e Maxima na Questao 142

Contar os pontos minimos direto no grafico do GeoGebra funciona bem nesta questao.
No intervalo de 0 a 24, os trés vales aparecem claros na tela, e essa contagem visual j4 daria a
resposta certa sem precisar de mais nada. E um dos casos em que o software resolve o problema
quase sozinho.

O risco dessa abordagem € confiar demais no que se vé€. Se 0os minimos estivessem mais
préximos, ou se o intervalo fosse maior, contar visualmente ficaria mais complicado e sujeito
a erro. O Maxima resolve isso de outro jeito: o comando solve devolve a expressdo geral da
equagdo sen(mx/4) = 1, e testar os valores de k um a um mostra exatamente quais solugdes
caem dentro do intervalo pedido, sem depender da visualizacdo gréfica

Esta questdo deixa claro que contar no gréfico € rdpido, mas nio € prova de nada. O
calculo simbdlico do Maxima transforma uma observacdo em uma resposta que pode ser justi-
ficada passo a passo, o que importa bastante quando se pensa no que 0 ENEM cobra do aluno

em termos de raciocinio, ndo s6 de resposta certa.
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E APENDICE E — QUESTAO 177 (ENEM 2019): MOVIMENTO DO PISTAO E O
PARAMETRO 3

Contextualizacao

A questdo pede o menor valor inteiro de 3 para que h(t) = 4+ 4sen (% — %) atinja
o valor 6 trés vezes antes de t = 4. Diferentemente das demais, aqui o préprio parametro da
funcgdo € a incdgnita, o que exige testar diferentes configuracdes até encontrar a que satisfaz a
condicdo do enunciado, tornando esta talvez a questdao mais propicia a exploragdo por tentativa

e ajuste.

Resolucio Utilizando o GeoGebra

Passo 1 — Controle deslizante

beta=Slider(1,10,1)

h(t)=4+4*sen((beta*t)/2-pi/2)

Passo 2 — Janela grafica e referéncias

Ajuste a janela pela engrenagem: x Min =0, x Max = 6, y Min =0, y Max = 10.

y=6
Intersecéao(h,f_1)

Dica para professores: Peca aos alunos que anotem, para cada valor inteiro de 3 testado
no slider (1, 2, 3, 4...), quantas interse¢des aparecem antes de ¢ = 4. Montar essa pequena tabela
na mao, junto com a exploracao visual, prepara o terreno para entender de onde vem a férmula

geral que aparece depois no Maxima.
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Figura E.1 — Utilizando a ferramenta intersecdo
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Fonte: O autor.

Figura E.2 — Tela do GeoGebra: grifico com 8 variando e a reta y = 6, com pontos de interse¢do desta-
cados para B =5
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Nota: O comando Intersecdo (h, f), sem parametro adicional, retorna apenas um
ponto de interse¢do entre a curva e a reta. Como o objetivo € visualizar as trés intersegoes
previstas na resolugdo analitica para B = 5, é necessdrio repetir o comando indicando qual
intersecdo buscar: Intersecdo (h,f, 1), Intersecdo(h,f,2) e Intersecdo (h,f,3), que
retornam, respectivamente, a primeira, a segunda e a terceira interse¢ao dentro da janela visivel.

Resultado encontrado: com 3 = 5 no slider, aparecem trés interse¢des entre h(z) e a
reta y = 6 antes de ¢ = 4. E o resultado obtido na resolucio analitica (Secdo 4.1.4), alternativa

(D).



Resolucao Utilizando o Maxima

Célula 1 — Definir a funcio e resolver

h(t) := 4 + 4*sen((beta*t)/2 - %pi/2);
solve (4 + 4*sen((beta*t)/2 - %$pi/2) = 6, t);
asen(1/2);

Figura E.3 — Solucao geral obtida pelo comando solve

o v ima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), b4-bit edition) [ ndo salvo* |
Arquivo Editar View Célula Maxima Equacdes Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafico  MNumerico  Ajuda
i IEE] 0E| &l e > 2 M| s

h(t) := 4 + 4-sin((beta-t)/2 - %pi/2);
solve(4 + 4-sin((beta-t)/2 = %pi/2) = 6, t);
asin(1/2);

2
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

f= 41
3 beta
™

6

h(t):=4+4 sin(bem - "]

Fonte: O autor.

Célula 2 — Férmulas gerais das solucoes

tl(k)

(4*%pi)/ (3*beta) + (4*%pi*k)/beta;
t2(k) := (8*%pi)/ (3*beta) + (4*%pi*k)/beta;

Célula 3 — Testar com 3 =5

beta : 5;
t1(0);

£2(0);

tl(1);

float (£t1(0));
float (£2(0));

float (t1(1));

140
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Figura E.4 — Valores numéricos das interse¢des para f =5

50 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ 3- Max-Q177.wxmx* ]
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Fonte: O autor.

Dica para professores: Vale mostrar a Célula 3 s6 depois que a turma ja testou f =5
no GeoGebra e viu as trés intersecoes na tela. Assim o Maxima entra como confirmagdo do que
ja foi observado, ndo como um célculo solto sem contexto.

Dica para professores: Este ¢ um ponto sutil, mas rico para discussdo em sala. O
enunciado da questdo pede explicitamente que se utilize 7 ~ 3 nos célculos. Ao definir as
formulas no Maxima usando $pi (o valor exato de ), o software calcula #,(0) = 47m/15 ~
0,838, 1(0) =8x/15~ 1,676 e t;(1) = 167 /15 ~ 3,351, valores muito préximos dos obtidos
com a aproximacao 7 ~ 3 (respectivamente 0,8, 1,6 e 3,2). Vale usar esse contraste para discutir
com a turma que, embora a aproximacao de 7 seja uma instrugdo explicita do enunciado, neste
caso especifico ela ndo altera qual é o menor valor de B que resolve o problema, 0 que nem

sempre acontece.
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Célula 4 — Visualizar o grafico com as intersecoes

h_aprox(t) := 4 + 4*sen((beta*t)/2 - 3/2);
plot2d([h_aprox(t), 6], [t, 0, 4], [y, 0, 10],
[xlabel, "t"], [ylabel, "h(t)"],

[title, "Movimento do pistdo (com pi aproximado)"],

[legend, "h(t)", "y=6"1);

Nota: Com 8 = 5 ja definido na Célula 3, o grifico exibe a curva h(t) e aretay =6
juntas, permitindo visualizar as trés interse¢des no intervalo [0,4] — o equivalente, no Maxima,
a construcao ja feita no GeoGebra.

Figura E.5 — Gréfico de h(t) e da reta y=6 gerado no Maxima, com as trés interse¢des visiveis
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-2.04444. -2 64915
Fonte: O autor.

Nota: Ao plotar a fungdo com o valor exato de 7 (sem a aproximacao 7 ~ 3), observa-se
que as trés intersecdes continuam ocorrendo antes de ¢t = 4, nos mesmos pontos aproximados
vistos na Célula 3. Diferente do que ocorreria com 8 = 4 (onde a terceira interse¢ao ficaria em

t ~ 4,189, fora do intervalo), com 8 =5 a aproximagao de 7 nio ¢ determinante para a resposta.
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Dica para professores: Comparar a saida numérica da Célula 3 com o grafico da Célula
4 € um bom momento para discutir a diferenca entre "calcular"e "visualizar"um resultado. Os
trés valores decimais isolados dizem exatamente onde a curva cruza a reta, mas é sO ao ver o
grifico completo que fica evidente por que ndo existe uma quarta interse¢ao antes de t = 4 —
o professor pode perguntar a turma o que aconteceria se o intervalo fosse estendido até r = 6,
antecipando a préxima oscilacao da curva.

Dica para professores: Em vez de recorrer a comandos como Intersecgdo(...) ou
Raiz(...),que exigem sentaxe especifica e podem confundir quem estd comegando, é possivel
marcar os trés pontos de cruzamento diretamente na tela, usando a ferramenta de Intersecao do
menu Ferramentas e clicando sobre cada cruzamento visivel entre a curva e a reta y = 6. Esse
caminho manual é mais lento, mas dispensa qualquer comando e deixa claro, visualmente, o
que estd sendo encontrado € uma boa op¢ao para a primeira vez que a turma usa esse tipo de

construcao.

Resultado encontrado: substituindo k = 0 e k = 1 nas férmulas #;(k) e #,(k), com
B =5, chegam os mesmos instantes ¢ &~ 0,8, 1,6, 3,2 da resolucéo analitica. Isso confirma que

B = 5 é o menor valor que satisfaz a condi¢do do enunciado, alternativa (D).

Analise Comparativa: GeoGebra e Maxima na Questao 177

Esta foi a questdo em que o slider do GeoGebra rendeu mais. Como o pardmetro f3 é a
propria incégnita do problema, d4 para ir testando valores no controle deslizante e observando
quantas vezes a curva cruza a reta y = 6 antes de t = 4. Com 3 =5, aparecem exatamente trés
intersegdes, € isso ja responde a pergunta sem precisar resolver equagdo nenhuma.

S6 que testar valores no slider ndo explica por que = 5 funciona. Foi ai que o Maxima
entrou: resolver a equagio simbolicamente e chegar nas formulas gerais 7;(k) e (k) mostra
de onde vem esse resultado, e permite generalizar para outras situacdes (por exemplo, quantas
intersecOes haveria antes de t = 6) sem repetir a exploracao visual do zero.

O interessante aqui € que os dois caminhos chegam no mesmo lugar por vias bem dife-
rentes: um por tentativa guiada pela imagem, outro por deducdo algébrica. E o valor encontrado
no slider bate exatamente com o que sai da substituicdo de k =0 e k = 1 na férmula do Maxima,

o que dé seguranca de que a resposta estd certa.
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F APENDICE F — QUESTAO 170 (ENEM 2018): RODA-GIGANTE E FUNCAO SENO

Contextualizacao

A questao pede a expressio da fun¢do que modela a altura de um ponto da roda-gigante
High Roller a partir da leitura de um grafico, com valor minimo ¢ méaximo conhecidos (88
e 168). E um problema cldssico de ajuste de modelo a partir de caracteristicas observadas:

amplitude, deslocamento vertical € comportamento na origem.

Resolucao Utilizando o GeoGebra

Passo 1 — Funcio geral e controles

a=S1lider(0,200,1)
b=Slider (0,200,1)

f(t)=a*sen(t)+b
Passo 2 — Janela e referéncias

t: 0 até 4*pi

y: 0 até 200
y = 88
y = 168

Passo 3A — Ajuste Parcial
f(t) = 80*sen(t) + 88

Passo 3B — Ajuste final

Ajuste os sliders (arrastando ou pelas setas do teclado) até:

a = 80
b = 88

A fungdo se ajusta automaticamente e passa a coincidir com as retas de referéncia: f(z) =

80sen(z) + 88.
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Dica para professores: Peca que os alunos registrem, por escrito, a sequéncia de ajustes
que fizeram nos sliders até chegar no valor final (o que tentaram primeiro, o que corrigiram
depois). Esse registro do processo costuma revelar mais sobre o entendimento do aluno do que

s6 o valor final de a e b.

Figura F.1 — Tela do GeoGebra: ajuste dos sliders a e b até coincidir com as retas de referéncia, com
gréfico final sobreposto as retas y =88 e y = 168
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Fonte: O autor.

Resultado encontrado: ajustando os sliders a e b até as retas y = 88 e y = 168, chega-se

a mesma fungdo f(¢) = 80sen(t) 4 88 da resolucdo analitica (Secdo 4.1.5), alternativa (A).

Resolucao Utilizando o Maxima

Célula 1 — Definir o modelo geral
f(t) := a*sen(t) + b;

Célula 2 — Calcular a e b diretamente

b : 88;
a : 168 - 88;
f(t) := 80*sen(t) + 88;

Célula 3 — Verificar os valores extremos

f(%pi/2);
f(3*%pi/2);



Figura F.2 — Calculo direto de a e b a partir dos valores mdximo e minimo

M owxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salva* ]
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f(t) := a-sin(t) + b;
f(t):=asin(t)+b
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f(3-%pif2);
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Fonte: O autor.
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Dica para professores: Essa € a etapa que mais evidencia a diferenca entre as duas

abordagens desta questdao. Enquanto no GeoGebra os valores de a e b foram encontrados por

ajuste visual dos sliders, aqui eles saem direto da conta a = 168 — 88 e b = 88, sem nenhuma

tentativa. Vale perguntar a turma: "se vocé€s ja sabem os valores maximo e minimo, por que

ajustar por tentativa no GeoGebra em vez de calcular direto?-- a resposta esperada é que o

ajuste visual constréi a intuicdo sobre o que a e b representam no grafico, algo que o célculo

direto ndo ensena sozinho.

Célula 4 — Grafico sem a representacao em Decimais

plot2d(f(t), [t, 0, 4*%pi], [xlabel, "t"], [ylabel, "f(t)"],

[title, "Modelo da altura da roda-gigante"]);

Dica para professores: Essa é uma boa questdo para comparar tempo de execucao com

a turma. Cronometrar quanto tempo leva o ajuste por tentativa no GeoGebra contra o célculo

direto no Maxima (Célula 2) costuma surpreender os alunos e abre espaco para discutir quando

vale a pena cada abordagem.

Célula 4B — Grafico com a representacao em Radianos

plot2d(f(t), [t, O, 4*%pi], [xlabel, "t"], [ylabel, "f(t)"],
[title, "Modelo da altura da roda-gigante"],

[gnuplot_preamble, "set xtics (0’ 0, '/2' pi/2, '’ pi,
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73/2' 3*pi/2, '2' 2*pi, '5/2' 5*pi/2,
73" 3%pi, '7/2' T*pi/2, "4’ 4*pi)"]);

Dica para professores: essas duas figuras mostram, de forma prética, uma diferenca
real entre os softwares. No GeoGebra, converter o eixo x para radianos € uma configuracdo
simples, feita pelo menu de propriedades do eixo, em poucos cliques. No Maxima, o mesmo
resultado exige um comando adicional, gnuplot_preamble, escrito diretamente na sentaxe do
gnuplot (o motor grafico usado por trds do Maxima) — uma camada extra de complexidade que
nao tem equivalente no comando bésico de plotagem. Vale usar esse contraste com a turma para
discutir que, embora o Maxima seja mais rigoroso no célculo simbdlico, o GeoGebra tende a

ser mais direto quando o objetivo € s6 ajustar a apresentacao visual do grafico.

Figura F.3 — Gréfico final gerado no Maxima — Decimais
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Fonte: O autor.
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Figura F.4 — Gréfico final gerado no Maxima — Radianos
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Fonte: O autor.

Resultado encontrado: o calculo direto de a = 168 — 88 = 80 e b = 88, mais a ve-
rificagdo f(m/2) = 168 e f(37/2) = 8, confirma o modelo da resolugdo analitica, alternativa

(A).

Analise Comparativa: GeoGebra e Maxima na Questao 170

Ajustar essa questdo no GeoGebra € um processo de tentativa: mexer nos sliders a e b
até o gréfico coincidir com as retas y = 88 e y = 168 tracadas como referéncia. Funciona, e tem
a vantagem de obrigar o aluno a associar visualmente cada pardmetro ao seu efeito no gréfico,
amplitude de um lado, deslocamento vertical do outro.

No Maxima ndo existe tentativa: a = 168 — 88 e b = 88 saem direto dos valores mdximo
e minimo informados no enunciado, sem precisar ajustar nada na tela. A conferéncia final,
calculando f(7m/2) e f(3m/2) e checando que ddo 168 e 8, funciona como prova de que o
modelo estd certo.

A diferenca de velocidade entre os dois € grande, mas ndo a toa: o caminho do GeoGebra

demora mais porque ensena o significado de cada parametro durante o processo; o do Maxima
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¢ rapido porque ja pressupde esse entendimento. Ajustar primeiro no GeoGebra e confirmar

depois no Maxima aproveita o que cada um tem de melhor.
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G APENDICE G — QUESTAO 166 (ENEM 2017): PRESSAO ARTERIAL E FUNCAO
COSSENO

Contextualizacao

A questdao modela a pressao arterial por P(t) = A + Bcos(kt), a partir de dados de pres-
sio minima, maxima e frequéncia cardfaca (90 batimentos por minuto). E a tnica das seis
questdes selecionadas em que um dos parametros (k) depende da conversao de uma unidade, de

batimentos por minuto para periodo em segundos, antes de poder ser determinado.

Resolucao Utilizando o GeoGebra

Passo 1 — Funcio geral e controles

Criar os controles deslizantes:

A=Slider(0,150,1)
B=Slider(0,100,1)
k=Slider(0,10,0.1)

Em seguida, definir a funcao:
P (t)=A+B*cos (k*t)

Passo 2 — Janela e referéncias

Ajustar a janela:

xmin=0
Xmax=>5
ymin=60

ymax=130
Criar as retas de referéncia:

y=78
y=120
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Dica para professores: Nesta questdo, vale reforcar que os sliders comecam em zero
de propdsito, gerando uma reta constante em P(z) = 0 — isso é intencional, ndo um erro. Ea
partir dessa "tela em branco"que o aluno constréi o modelo peca por peca: primeiro ajusta A até
a curva se estabilizar na altura média entre as retas y = 78 e y = 120, depois ajusta B até os picos
e vales tocarem exatamente essas duas retas, e s6 por iltimo mexe em k, que é o parametro mais
abstrato dos trés, ja que exige ter feito antes a conversao de 90 batimentos/minuto em periodo
(a conta sugerida na Célula 3 do Maxima). Apresentar as retas de referéncia (Passo 2) antes de
ajustar os sliders (Passo 1 ja feito) transforma a atividade em um "acerte o alvo"visual: o aluno
sabe onde a curva precisa chegar antes mesmo de mexer nos parametros, 0 que costuma tornar

o processo mais engajador do que simplesmente informar os valores prontos de A, B e k.

Passo 3 — Ajuste final
P(t) = 99 + 21*cos(3*pi*t)

Dica para professores: Antes de abrir o GeoGebra, vale fazer a conversao de 90 bati-
mentos/minuto para periodo em segundos no quadro, junto com a turma. Sem esse passo prévio,
o slider de k vira s6 um ndmero "acertado por tentativa", sem que o aluno entenda de onde ele

realmente vem.

Figura G.1 — Tela do GeoGebra: ajuste dos sliders A e B com as retas de referéncia 78 e 120, com ajuste
do slider k até representar o periodo correto
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Fonte: O autor.
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Resultado encontrado: ajustando A, B e kK no GeoGebra, chega-se ao mesmo modelo

P(t) =99+ 21cos(3nt) da resolucdo analitica (Sec¢do 4.1.6), alternativa (A).

Resolucao Utilizando o Maxima

Célula 1 — Definir o modelo geral
P(t) := A + B*cos(k*t);
Célula 2 — Calcular A e B

A : (120 + 78)/2;
B : (120 - 78)/2;

Dica para professores: Repare que A e B saem diretamente da férmula, sem nenhuma
tentativa: a média entre pressdo méaxima e minima dd o deslocamento vertical, e a metade da
diferenca entre elas dd a amplitude. Vale perguntar a turma por que essas duas contas funcionam
? a resposta esperada € que a pressao oscila simetricamente ao redor de um valor central (A),
subindo e descendo sempre a mesma distancia (B) para cada lado. E um bom contraste com o
GeoGebra, onde os mesmos valores de A =99 e B = 21 s6 aparecem depois de mover os sliders

até a curva encostar nas retas y = 78 e y = 120.

Figura G.2 — Célculo direto de A e B a partir dos dados de pressdo

Arquivo Editar View Célula Maxima Equacées Matrix Calculo Simplificar List Grafico  Numer

0w &|& &) E ® &

P(t) := A + B-cos(k-1);
P(t):=A+Bcos(kt)

% £ 2

e

L |

A (120 +78)/2;
B: (120 - 78)/2;
99
21

Fonte: O autor.
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Célula 3 — Converter a frequéncia em periodo

freq : 90/60;

T : 1/freq;

Dica para professores: A Célula 3 € o ponto-chave da questdo. Deixé-la separada das
demais refor¢a que a conversao de unidade € uma etapa de raciocinio prépria, € ndo um detalhe
escondido dentro de outro cdlculo.

Figura G.3 — Conversdo da frequéncia cardiaca em periodo

o wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo* ]

Arguivo  Editar View Célula Maxima Equacbes Matrix Calculo  Simplificar  List  Grafic

2z~ OE|alC

™

freq : 90/60;
T : 1/freq;

Fonte: O autor.

Resultado encontrado: o calculo de A =99 e B = 21 a partir dos valores de pressao,
junto com a conversdo da frequéncia cardiaca em periodo, reproduz os parametros do modelo

P(t) =99+ 21cos(37t) da resolugdo analitica, alternativa (A).
Célula 4 — Determinar k a partir do periodo

solve (T = 2*%pi/k, k);



154

Nota: A relacdo entre periodo e frequéncia angular de uma fungdo cosseno é T =27 /k.

Isolando k, o Maxima resolve diretamente e devolve k = 37, ja na forma simbdlica exata.

Figura G.4 — Determinagdo de k a partir do periodo T

M wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200), 64-bit edition) [ ndo salvo™ ]

Arquivo Editar View Célula Maxima Equacbes Matrix Calculo Simplificar List  Grafico  Nu
e G| ClE & & c K
solve(T = 2-%pi/k, k):
[k=3T1T]

Fonte: O autor.

Célula 5 — Construir e verificar o modelo final

k : 3*%pi;
P(t) := 99 + 21*cos(3*%pi*t);
P(0);

plot2d(pP(t), [t, O, 1], [xlabel, "t"], [ylabel, "P(t)"],

[title, "Modelo da pressao arterial"]);

Nota: Como o Maxima retorna k em funcao de 7 simbolicamente, o valor k = 37 foi

atribuido manualmente apds a simplificagdo de 27w /(2/3) = 3x, fechando o modelo com os

parametros ja calculados nas células anteriores.
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Figura G.5 — Modelo final da pressido arterial e verificacdo
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Fonte: O autor.

Dica para professores: Vale mostrar aos alunos que o Maxima néo "sabe sozinho"simplificar
2m/(2/3) até a forma mais limpa 37 sem que o aluno faga essa conta — o software resolve a
equacdo simbolicamente, mas a interpretagao final do resultado continua sendo trabalho do estu-
dante. E um bom momento para reforcar que o software automatiza o célculo, nio o raciocinio.

Resultado encontrado: O calculo de A =99 e B = 21 a partir dos valores de pressao,
junto com a conversao da frequéncia cardiaca em periodo e a determinacdo de k = 37, reproduz

o modelo P(t) =99 + 21 cos(37¢) da resolugdo analitica, alternativa (A).

Anadlise Comparativa: GeoGebra e Maxima na Questao 166

Os parametros A e B dessa questdo se ajustam bem no GeoGebra, do mesmo jeito que
na questdo da roda-gigante: mexer nos sliders até a curva tocar as retas 78 e 120. O problema
aparece no parametro k, que depende de converter 90 batimentos por minuto em periodo, uma
conta que ndo tem correspondente natural em mexer num slider. D4 para "acertar"k testando

valores até a curva bater, mas sem entender de onde ele vem.
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O Maxima obriga a fazer essa conversao de forma explicita: freq : 90/60 e depois T
1/freq. E um passo que fica escondido quando se ajusta o slider por tentativa, mas que fica
visivel e justificado no cédlculo simbdlico.
Essa questdo mostra um limite do GeoGebra: ele funciona bem quando o pardmetro tem
relacdo direta com o que se vé no grafico, como altura e amplitude, mas ndo ajuda tanto quando
o parametro depende de converter uma unidade que vem de fora do grafico. O Maxima cobre

exatamente essa lacuna.
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H APENDICE H — QUESTAO 180 (ENEM 2015): PRECO SAZONAL E FUNCAO
COSSENO - UTILIZANDO LOGICA DE PROGRAMACAO

Contextualizacao

A questdo modela o preco de um produto agricola ao longo dos meses do ano por

P(x) =8+ 5cos [’”‘6_ ”} , perguntando em qual més ocorre a producdo maxima (ou seja, 0 preco
minimo). A resolucdo completa desta questdo, com as capturas de tela originais, ja consta no
texto (Secao 4.1.7, paginas 68 a 73). Diferentemente dos demais apéndices, que reproduzem
em detalhe 0 mesmo caminho de resolucdo do corpo do texto, este apresenta uma solucao al-
ternativa, propositalmente distinta: em vez de identificar o més de preco minimo por leitura
gréfica ou resoluc@o simbdlica de equagdo, o problema € resolvido por meio de um algoritmo
de busca — uma lista de precos € percorrida por meio de um comando de progrogramagdo, més
a més, tanto no GeoGebra quanto no Maxima, aproximando a resolucdo de praticas usuais em

métodos computacionais.

Resolucao Utilizando o GeoGebra

Passo 1 — Gerar a lista de precos

Definir a funcdo (caso ainda ndo esteja definida na sessao):
P (x)=8+5%cos ((pi*x-pi)/6)
Gerar a lista de valores para os 12 meses:
listaPrecos=Sequéncia(P(n), n, 1, 12)

Passo 2 — Encontrar o menor valor e o més correspondente

precoMinimo=Minimo (listaPrecos)

mesMinimo=Indice (precoMinimo, listaPrecos)

Dica para professores: Essa abordagem ¢ deliberadamente diferente do Sequence
usado no corpo do texto. Em vez de identificar o minimo olhando o grafico, o GeoGebra loca-
liza o valor via comando de programacao: Menor (. ..) varre a lista de doze pregos e devolve o

menor, € Indice(...) devolve a posi¢do (0 més) onde esse valor estd na lista, ¢ 0 mesmo tipo
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de operacdo que um algoritmo de busca faria em qualquer linguagem de programacao, s6 que

usando os comandos nativos de lista do GeoGebra.
Figura H.1 — Janela de Algebra do GeoGebra: lista de precos gerada por Sequéncia
= GeoGebra Calculadora [ A/ Grafica ~

a

(@) P(x) = 8+5 cos(ﬂ xs— W)

|

Algebra
listaPrecos = Sequéncia(P(n),n, 1,12)

& = {13, 12.3301270189222, 10.5, 8, 5.5, 3.6698729810778, 3, 3.6698729810778, 5.5, 8, 10.5, 12.3301270189222}

amentas

+ Entrada...

Fonte: O autor.

Dica para professores: Essa lista representa, de forma compacta, os doze precos que
apareceriam em uma tabela feita a mao. Vale mostrar a turma que Sequéncia (P (n), n, 1,
12) é equivalente a calcular P(1), P(2), ..., P(12) manualmente e guardar cada resultado em
ordem , s6 que o software faz isso automaticamente, em uma Unica linha, sem risco de erro de
conta. Essa é uma boa oportunidade para introduzir a ideia de estrutura de dados (a lista) antes

mesmo de chegar na busca pelo valor minimo, que serd feita no préximo passo.

Figura H.2 — Preco minimo e més correspondente encontrados utilizando 1égica de programacao.

= GeoGebra Calculadora ( A Grafica ~ < Atribuir Entrar

P(x) = 8+5 cos(” Xs ﬁ) : s o ]

listaPrecos = Sequéncia(P(n), n, 1,12)

@ = {13, 12.33012701 , 10.5, 8, 5.5, 3.6698729810778,
precoMinimo = Minimo(listaPrecos)
=3
B mesMinimo = fndiceDe(precoMinimo, listaPrecos)
=7

+ | Entrada

>

5l

e (e

Fonte: O autor.
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Nota: Propositalmente, o grafico nao foi utilizado para localizar o ponto minimo nesta
secdo. A resposta (més 7) foi obtida inteiramente por meio da lista de dados e das fungdes
Minimo e IndiceDe, sem necessidade de inspecdo visual da curva , evidenciando que a mesma
questdo pode ser resolvida por caminhos totalmente distintos: leitura grafica (corpo do texto),
resolucdo simbdlica (demais apéndices) ou busca algoritmica sobre uma estrutura de dados
(aqui).

Nota: Os trés comandos executados nesta se¢do ( listaPrecos, Minimo e TndiceDe
) ndo sdo apenas ferramentas de cdlculo trigonométrico, mas conceitos centrais da l6gica de
programagio. A criacdo de listaPrecos é uma declaraciio de varidvel! que armazena uma
estrutura de dados do tipo lista® (ou vetor), reunindo os doze valores de preco em uma tinica
unidade, com posi¢cdes numeradas de 1 a 12. O comando Minimo (1istaPrecos) é uma func¢iao
de retorno de valor?, que devolve um tnico dado (o menor elemento) a partir de toda a estru-
tura, sem que o usudrio precise inspecionar a lista manualmente. J4 0 IndiceDe (precoMinimo,
listaPrecos) devolve nio o valor em si, mas a posicio* em que ele ocorre uma distingéo im-
portante em programacao, entre "que valor"e "onde esse valor estd".

Esses trés conceitos; variaveis, estruturas de dados e funcdes que operam sobre elas e
dialogam diretamente com o eixo de Pensamento Computacional da Computagdo na Educagao
Baésica, complemento a BNCC homologado pelo CNE em 2022 e ainda em fase de implemen-
tacdo nas redes de enseno brasileiras [15]. Entre as habilidades previstas para os anos finais
do Enseno Fundamental, o documento inclui tanto a criacdo de solucdes que usem estruturas
de dados como registros, matrizes, listas e grafos, quanto a andlise de programas para detectar
e corrigir erros [15](BRASIL, 2022). E esse mesmo tipo de raciocinio, reconhecer uma lista
como estrutura de dados e percorré-la em busca de um valor , o que estd sendo mobilizado nesta

secdo.

I Ato de dar um nome a um espaco de meméria do computador para guardar um valor, aqui, 0 nome

listaPrecos passa a representar os doze pregos calculados, e pode ser usado no restante do trabalho
sempre que for preciso consulta-los.

Uma forma de organizar vdarios valores relacionados sob um tnico nome, guardando-os em ordem e
numerando cada posicao de forma parecida com uma fileira de gavetas numeradas, em que cada gaveta
guarda um preco.

Um comando que recebe uma informacao (aqui, a lista inteira de precos) e devolve um tnico resultado
calculado a partir dela neste caso, 0 menor preco sem que o0 usudrio precise abrir a lista e comparar os
valores manualmente.

O lugar que um valor ocupa dentro de uma lista, contado a partir do inicio por exemplo, o preco de
julho ocupa a sétima posi¢ao na lista 1istaPrecos, entdo seu indice € 7.
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Resultado encontrado: A busca pelo menor valor na lista de pre¢os aponta o més
7 (julho) como o de producio méxima (preco minimo). E o mesmo resultado da resolugio

analitica (Secdo 4.1.7) e do corpo do texto, alternativa (D).

Resolucao Utilizando o Maxima

Célula 1 — Definir a funcao
P(x) := 8 + 5*cos((%pi*x - %pi)/6);
Célula 2 — Funcao de busca com laco e condicional

buscar_minimo (P) := block(
[min_val: P(l), min_mes: 1],
for 1:2 thru 12 do (
if P(1) < min_val then (
min_val: P (i),

min_mes: i

)y

return ([min_mes, min_vall])

Nota: Diferente das outras questdes, aqui ndo se resolve a equagdo simbolicamente com
solve. A fun¢do buscar_minimo percorre os 12 meses um a um (comando for), comparando
cada preco com o menor ja encontrado (comando 1f), e atualiza o resultado sempre que encon-
tra um valor menor é o0 mesmo algoritmo de busca linear ensenado em disciplinas introdutdrias

de programacdo, implementado dentro da sentaxe do Maxima.



161

Figura H.3 — Defini¢do da funcio de busca com laco e condicional

Arquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda

ud.f“; ‘ I_'Jv‘;"., A & | | Maths v

P(x) := 8 + 5-cos((%pi-x = %pi)/6)

P(x):=8+5 cos(Ls'“J

buscar_minimo(P) := block(
[min_val: P(1), min_mes: 1],
for i:2 thru 12 do (
if P(i) < min_val then (
min_val: P(i),
min_mes: i
)
)

return([min_mes, min_val])

buscar_minimo (P):=block ([min_val:P(1),min_mes:1],for i from 2 thru 12 do if P(i)<min_val then (min_val:P(i),min_mes:i) ,return([min_mes, min_val]))

buscar_minimo(P)
[7.3]

Fonte: O autor.

Célula 3 — Executar a busca
buscar_minimo (P);

Dica para professores: Essa célula ¢ uma boa ponte para uma discussdo de pensamento
computacional (Secdo 3.6 da Fundamentacdo Tedrica). Vale perguntar a turma o que aconte-
ceria se o intervalo fosse de 1 a 120 meses em vez de 12 o laco for continuaria funcionando
sem alteracdo nenhuma, enquanto testar manualmente cada valor (como fizemos nas outras
cinco questdes, com subst) se tornaria invidvel. E um exemplo concreto de por que algoritmos

generalizam melhor que verificagdo caso a caso.

Figura H.4 — Resultado da busca: més e preco minimo

5 wxMaxima 22.04.0 (Windows 10 (build 26200, 64-bit edition) [ néo salvo* ]
Arquivo  Editar View Célula Maxima Equagbes Matrix Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda

- e G OE| E|l2 IR Y

P(x) := 8 + 5-cos((%pi-x = %pi)/6)

P(x):=s+5cos("’;’“]

buscar_minimo(P) := block(
[min_val: P(1), min_mes: 1],
for i:2 thru 12 do (
if P(i) < min_val then (
min_val: P(i),
min_mes: |

)

return([min_mes, min_val])

buscar_minimo (P):=block ([min_val:P(1),min_mes:1],for i from 2 thru 12 do if P(i)<min_val then (min_val:P(i),min_mes:i) ,return([min_mes,min_val]))

buscar_minimo(P)
[7.3]

Fonte: O autor.
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Resultado encontrado: A fungdo buscar_minimo percorre os 12 meses e devolve o
més 7 com o menor preco, confirmando algoritmicamente o mesmo resultado obtido na resolu-

cdo analitica e no corpo do texto, alternativa (D).

Analise Comparativa: GeoGebra e Maxima na Questao 180

Esta solucdo alternativa abandona tanto a leitura visual do grafico quanto a resolucao
simbdlica da equacdo trigonométrica, adotando em seu lugar uma légica de busca percorrer
os doze valores possiveis e comparar cada um até encontrar o menor. No GeoGebra, essa
busca € feita por comandos de lista (Sequéncia, Menor, Indice), uma abordagem declarativa:
descreve-se o que se quer encontrar, € o software resolve internamente.

No Maxima, a mesma busca € implementada de forma explicita, com um lago for e
uma condicional if dentro de uma fun¢do programada pelo proprio usudrio. Essa diferenca
de estilo comandos prontos de lista de um lado, algoritmo escrito a mao do outro ilustra dois
paradigmas distintos de resolver o0 mesmo problema computacionalmente, ambos validos, mas
com naturezas diferentes: um mais proximo de uma calculadora avancada, o outro mais préximo
de uma linguagem de programacao de propdsito geral.

Essa diferenca de estilo, comandos prontos de lista de um lado, algoritmo escrito a mao
do outro, ilustra dois paradigmas® distintos de resolver o mesmo problema computacional-
mente, ambos vdlidos, mas com naturezas diferentes: um mais préximo de uma calculadora
avangada, o outro mais préximo de uma linguagem de programacao de propdsito geral.

Essa abordagem alternativa foge da leitura grifica e da resolucdo simbolica que apare-
cem nas outras cinco questdes. Com isso, o trabalho deixa de comparar sé visualiza¢do dina-
mica com cdlculo algébrico e passa a tocar também em métodos computacionais e pensamento

algoritmico aplicados ao enseno de matematica.

> Um paradigma de programacio é, de forma simples, um "jeito de pensar"a solu¢io de um problema
no computador. Aparecem dois nesta se¢do: o paradigma declarativo, usado no GeoGebra com os
comandos Minimo e IndiceDe (descreve-se o que se quer, "o menor valor", sem especificar os passos
para chegar 1), e o paradigma imperativo, usado na fun¢io buscar_minimo do Maxima (descrevem-
se, passo a passo, como chegar ao resultado: percorrer a lista, comparar, atualizar). Nao existe um
"melhor"entre os dois, sdo estratégias diferentes para o mesmo problema.
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I APENDICE I — QUESTAO 180 (ENEM 2015): PRECO SAZONAL E FUNCAO COS-
SENO - SCRIPT DINAMICO VIA PROGRAMACAO NO GEOGEBRA

Contextualizacao

Este apéndice estende a solugdo alternativa apresentada no Apéndice H, na qual a lista
de precos foi percorrida por meio dos comandos Minimo e IndiceDe. Enquanto aqueles co-
mandos resolvem a busca internamente, este apéndice apresenta o0 mesmo algoritmo de busca
implementado explicitamente, por meio de um script! na aba de Programacio do GeoGebra,
executado por um botdo, introduzindo dinamismo e tornando visivel, linha a linha, a I6gica que
os comandos prontos escondem.

O objetivo aqui ndo € ensenar programacao, € sim mostrar que a mesma solucao mate-
matica pode ser escrita de mais de um jeito no computador. Vale adiantar: a primeira tentativa
de script ndo funcionou, e o motivo desse erro , € como ele foi contornado também faz parte
do que este apéndice quer mostrar. Um algoritmo nem sempre sai certo de primeira, mesmo
quando a l6gica matemaética por trds dele j4 estd resolvida, e essa etapa de ajuste € tdo parte do

trabalho quanto o resultado final.

Resolucao Utilizando o GeoGebra

Passo 1 — Pré-requisitos
Este apéndice pressupde que P (x) e listaPrecos jd estejam definidos na ses-
~ ’NIT P .z 2 . A
sdo, conforme o Apéndice H, além da variavel- minMes, que serve para armazenar esse més

candidato durante a busca:

P (x)=8+5%cos ((pi*x-pi)/6)
listaPrecos=Sequéncia(P(n), n, 1, 12)

minMes=1

Nota: Se a variavel minMes nao for criada antes de clicar no botao, o GeoGebra retorna

o erro "Variavel indefinida: minMes-— diferente dos erros de sentaxe descritos adiante, este

Sequéncia de instrugdes escrita pelo préprio usudrio para automatizar uma tarefa dentro de um soft-
ware, neste caso, um pequeno programa executado ao clicar em um botdo do GeoGebra.

Um espaco nomeado que o computador usa para guardar um valor que pode mudar ao longo da exe-
cucdo do script. Neste caso, a varidvel minMes comeca valendo 1 (janeiro) e € atualizada sempre que
um més com preco menor € encontrado, terminando com o valor do més vencedor, 7 (julho).
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indica apenas que o script estd tentando alterar o valor de algo que ainda ndo existe na sessao.
O comando SetValue (ou DefinirValor) atualiza uma varidvel ja criada; ele ndo a cria do
zero.

Figura I.1 — Janela de Algebra com P(x) , listaPrecos e a variavel minMes ja definidos, antes da criagdo

= GeoGebra Calculadora ([ A/ Grfica ~ < w Entrar
> mx—\§ = R " =
g @ P(x)—s+5m<( )
listaPrecos = Sequéncia(P(rd. n
@ = {13,12.3301270189222, 105, 8
minMes = 7 L
m
+ Entrada.
B
"
i
5 0
Q
=
Q

Fonte: O autor.

Passo 2 — Criar o botao
1. Selecione a ferramenta Botao (menu Ferramentas)
2. Clique em qualquer ponto vazio da Janela de Visualizac@o para posiciond-lo
3. Nas propriedades do botdo, acesse a aba Programaciao — campo Ao Clicar

Passo 3 — Primeira tentativa: a linguagem de comandos do préprio GeoGebra
A primeira tentativa foi escrever o script na propria linguagem de comandos do
GeoGebra, chamada GGBScript®, a mesma linguagem j4 usada em todos os outros comandos
deste trabalho, como Sequéncia ou Intersegdo. O codigo escrito reproduzia, em portugués,

a logica de repeticdo ja usada no Maxima (Apéndice H).

DefinirValor (minMes, 1)
Para(i,2,12,1,
Se (Elemento (listaPrecos, i)<Elemento (listaPrecos, minMes),
DefinirValor (minMes, 1))

)

3 Conjunto de comandos do préprio GeoGebra (como Se, DefinirValor, Elemento) que pode ser
usado tanto na barra de Entrada quanto dentro de scripts de botdes, com os nomes traduzidos para o
portugués.




Figura 1.2 — Prenchimento do botdo com o script em GGBScript, antes da execucio

= GeaGebra Calculadora (N Gréfea - )

<
9 4 B LaSaac)
1 1 1 -
e SetorCicuar Setor
hgern . - i
Cénicas
= e Botao
m
b . o
-
Hipérbole: \ Busca por Pregos
TElE Transformar T GeoG:
Cancelar “
e e P P ! ;

Fonte: O autor.

Figura [.3 — Mensagem de erro retornada ao tentar executar o comando Para dentro do botdo

€2 Calculadora - GeoGebra

Error

Erro na linha 5 do codigo (chamado a partir de bt2)
Erro com os paréntesis na expressao

Fonte: O autor.

165
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Nota: Ao clicar no botdo com esse script, 0 GeoGebra devolveu a mensagem "Comando
desconhecido: Para". O comando Para (que cria um laco de repeticiio*) funciona normalmente
quando digitado direto na barra de Entrada, mas nao € aceito dentro do campo "Ao Clicar"de um
botdo. E uma limitagdo real do GGBScript, presente tanto na versio web simplificada quanto

na versdo Classic completa, e ndo um problema de configuracgao.

Passo 3B — Segunda tentativa: escrevendo o script em JavaScript

Esse erro obrigou a trocar de estratégia. O GeoGebra permite escrever o campo
"Ao Clicar"em JavaScript® em vez de GGBScript, bastando alterar a opcio "ScriptType"(tipo
de script) de "Cdédigo GeoGebra'para "JavaScript". Diferente do GGBScript, o JavaScript tem
um comando de repeticdo completo, chamado for, sem a limitacdo encontrada na tentativa
anterior.

Para que o JavaScript consiga se comunicar com o GeoGebra e executar coman-
dos como Se ou DefinirValor, € necessario usar uma ponte de comunicacdo chamada APIC,
acessada pelo comando ggbApplet.evalCommand(...). Esse comando recebe, entre aspas,
uma string’ com o texto exato do comando do GeoGebra que se deseja executar, como se
estivesse sendo digitado na barra de Entrada.

A primeira versao em JavaScript ainda manteve os nomes de comando em por-

tugués, como no GGBScript:

Também chamado de "loop": uma instru¢ao que repete um mesmo bloco de comandos vdrias vezes,
mudando um valor a cada repeticio — neste caso, repetindo a comparacao de pregos para cada més,
do 2 ao 12.

Uma das linguagens de programacgdo mais usadas no mundo, muito comum para criar interatividade
em péginas da internet. O GeoGebra permite usd-la como alternativa ao GGBScript quando este
apresenta alguma limitagao, como foi o caso aqui.

Sigla para "Application Programming Interface"(Interface de Programacdo de Aplicagdes). De forma
simples, é um conjunto de "portas de entrada"que um software disponibiliza para que outros pro-
gramas, ou outras linguagens, possam controld-lo. Aqui, € a porta que permite ao JavaScript enviar
comandos para o GeoGebra.

Em programagdo, um trecho de texto entre aspas é chamado de string. O comando evalCommand
recebe uma string porque funciona como se estivesse digitando o comando na barra de Entrada do
GeoGebra por dentro do préprio JavaScript.
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for (var 1 = 2; 1 <= 12; i++) {
ggbApplet.evalCommand("Se (Elemento(listaPrecos,™ + i + ")" +

"<Elemento(listaPrecos,minMes),DefinirValor (minMes," + 1 + "))");

Figura [.4 — Segundo erro encontrado: comando Se nio reconhecido dentro do evalCommand, por estar
em portugués

Erro

Comando desconhecido : Se

Fechar Exibir Ajuda Online

Fonte: O autor.

Nota: Dessa vez o erro foi "Comando desconhecido: Se". Isso revelou uma segunda par-
ticularidade: dentro dessa porta de comunicag¢do entre o JavaScript e 0 GeoGebra, os comandos
sO sdo reconhecidos pelos seus nomes originais em inglés — If (em vez de Se), SetValue (em
vez de DefinirValor) e Element (em vez de Elemento) — mesmo com a interface toda em
portugués. Os nomes das varidveis criadas pelo proprio usudrio, como minMes e listaPrecos,

continuam sendo escritos normalmente, sem tradugao.



O cdédigo final, corrigido com os nomes de comando em inglés, ficou assim:

// Zera o mes candidato, comecando pelo mes 1 (janeiro)

ggbApplet.evalCommand ("SetValue (minMes,1)");

// Repete a comparacao abaixo para cada mes de 2 a 12

for (var 1 = 2; 1 <= 12; i++) {

// Se o preco do mes "i" for menor que o preco do mes
// ja guardado em minMes, atualiza minMes para "i"

ggbApplet.evalCommand (

"If (Element (listaPrecos," + i + ")<Element (listaPrecos,minMes)," +

"SetValue (minMes,™ + 1 + "))"

)i

168

Nota: As linhas iniciadas por // sdo comentdrios — ndo sdo executadas pelo computa-

dor, servem apenas como anotagdes para quem I€ o cédigo. E uma préatica comum em progra-

macao, sobretudo quando o cédigo serd revisado por outra pessoa (ou, como aqui, apresentado

a uma banca) tempos depois de escrito.

Nota: O lago percorre apenas os meses de 2 a 12 porque o més 1 (janeiro) ja entra na

disputa como candidato inicial, na linha SetValue (minMes, 1). Todos os doze meses acabam

sendo considerados — janeiro por ser o ponto de partida, e os demais por serem comparados

um a um contra 0 menor preco encontrado até aquele momento.
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Figura 1.5 — Configuracao final do botdo: campo Ao Clicar com ScriptType em JavaScript e os comandos
ja traduzidos para o inglés

Botao

Legenda
Buscar Prego Minimo

Cédigo GeoGebra

ggbApplet.evalCommand("SetValue(minMes,1)");
for (vari = 2; i <= 12; i++)

a@mmmémmmﬂ +
)
<Element(listaPrecos,minMes).SetValue(minMes," +
B

4

Fonte: O autor.

Dica para professores: Mesmo sem entrar em detalhes de sentaxe do JavaScript, vale
destacar para a turma a ideia central desse trecho: o computador repete a mesma pergunta
— "este més € mais barato que o candidato atual?-— doze vezes seguidas, trocando apenas
o nimero do més a cada rodada. E esse principio de repeticio controlada, e nio a sentaxe
especifica de cada linguagem, que constitui o niicleo do pensamento computacional mobilizado
nesta atividade.

Passo 4 — Executar e verificar

Clique no botdo criado e observe o valor de minMes na Janela de Algebra.

Figura 1.6 — Resultado do script apés o clique: minMes =7

= GeoGebra Calculadora A/ Grafica ~ <
Tx—m\} o~ \P / \
8 @ P(x):s+5cos( 5 ) > \
o listaPrecos = Sequéncia(P(d, n,
mﬁms = (13, 123301270180222, 105,8 | I ESRE ERESE ERREA ERESAF AT R RS [EREESEREREERR Y|
_ minMes = 7 :
m
Tebela +  Entrada.. 7
B o

Planiha de
Calculos

Fonte: O autor.
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Dica para professores: Essa € a tnica etapa, em todo o trabalho, em que o GeoGebra
€ usado como ambiente de programacao interativo, ndo apenas como calculadora gréfica ou
algébrica. Vale contrastar com o Apéndice H: ali, Minimo(...) encontra a resposta em uma
unica chamada de comando; aqui, o aluno escreve o proprio algoritmo, linha por linha, e o
executa sob demanda, a cada clique.

Resultado encontrado: o script executado no botdo devolve minMes = 7, confirmando,
por meio de um algoritmo escrito e executado interativamente, o mesmo resultado obtido no

Apéndice H e no corpo do texto, alternativa (D).

Consideracoes sobre o Script Dinamico

A diferenca entre este apéndice e o Apéndice H ndo estd na resposta final, os dois che-
gam no més 7 e sim em quanto da légica de busca fica visivel. No Apéndice H, os comandos
Minimo e IndiceDe funcionam como uma fun¢io pronta de biblioteca: confidveis, mas escon-
dem como o processo acontece por dentro. Aqui, o script faz o caminho inverso: implementa
essa mesma busca do zero, mostrando cada decisdo do algoritmo, o lago, a comparagdo, a atua-
lizagdo da varidvel, um passo de cada vez.

O caminho até chegar nesse resultado também vale registrar. A primeira tentativa esbar-
rou numa limita¢do real do GeoGebra o comando de repeti¢do ndo roda dentro de um botdo.
Foi preciso trocar de linguagem, e essa troca trouxe sua propria pegadinha: os comandos sé
funcionam em inglés dentro da API. Nao ¢ um desvio do assunto é, no fim, o tipo de ajuste que
qualquer professor enfrenta na pratica ao tentar usar tecnologia em sala.

Vale registrar, por fim, que existe uma terceira possibilidade além do GGBScript e do
JavaScript: a plataforma PyGgb®, que integra o GeoGebra com Python. Ela néo foi utilizada
neste trabalho por se tratar de um ambiente web separado do GeoGebra Classic, mas fica regis-
trada como um caminho possivel para quem quiser aprofundar essa integragdo entre matematica

e programacao.

8 Aplicativo web gratuito, mantido pela prépria equipe do GeoGebra, disponivel em
https://www.geogebra.org/python, que permite controlar constru¢des do GeoGebra usando a
linguagem Python.
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Na prética, os dois caminhos deste apéndice e do anterior valem a pena de jeitos dife-
rentes. Usar um comando pronto ensena o aluno a aproveitar bem uma ferramenta que ja existe;
escrever o proprio script, mesmo que em uma linguagem diferente da esperada, ensena a légica
que fica por trds dela. Isso conversa diretamente com a BNCC Computagdo [15]: saber usar
um algoritmo e saber construir um algoritmo sdo duas habilidades diferentes, e o GeoGebra,
mesmo com suas limitagdes pontuais, permite trabalhar as duas sem precisar de uma linguagem

de programacdo a parte.
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ANEXO A - COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA E SUAS TECNO-

LOGIAS (BNCC)

Tabela I.1 — Competéncias Especificas da Area de Matemitica e suas Tecnologias (BNCC/EM)

Competéncia

Descricao

1

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades co-
tidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das
questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por dife-
rentes meios, de modo a contribuir para uma formagao geral.

Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisdes €éticas e socialmente responsé-
veis, com base na andlise de problemas sociais, como os voltados
a situacdes de saude, sustentabilidade, das implicacdes da tecno-
logia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articu-
lando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Mate-
matica.

Utilizar estratégias, conceitos, definicoes e procedimentos mate-
maticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados
e a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir argu-
mentacao consistente.

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes
registros de representacdo matemadticos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solucdo e comuni-
cacdo de resultados de problemas.

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes con-
ceitos e propriedades matemadticas, empregando estratégias e re-
cursos, como observacado de padrdes, experimentagdes e diferen-
tes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma de-
monstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas con-
jecturas.

Fonte: BRASIL. Ministério da Educagdo. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC,

2018, p. 531.
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